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®rfte8 ßapitel 

@me SSeränberlid^e ift eine @T5^e^ bie t)erf(i^iebene 3Berte 
annimmt, eine Äonftante bagegen eine Orö^e, bie il^ren SEBert 
nid^t änbert. ©o pnb j. S3. (Srö^e unb ©emid^t eines l^eran- 
waci^fenben SKenfd^en 33eränberlici^e, 9Keter unb Äilogramm, mit 
benen wir jene meffcn, Äonftanten. Sluc^ bie feit einem be* 
ftimmten S^iipwnlt tjerflojfene 3«^* ip eine SSeränbcrlid^e, roäl^renb 
bie ©elunbe, mit bet mix fie meffen, eine Äonftante ift. 

§ 2. ^nkiwntn tmx Vtx&nitxlx^tn, 

S)et gunItionSbegtiff ift ber mid^tigfte Segriff ber l^öl^cren 
^otl^ematil. ^n ber SlQgemeinl^eit, mie mir i^n je^t er!tären 
werben, l^at i^n jum erften 3RaI ©irid^let eingefül^rt (1837). 

y l^ei^t eine gunition r>on x, xoznn ju jcbem SEBert 
oon X ein 2Bcrt tjon y gel^ört. Sejeid^nen mir j. 35. mit x 
baS genaue SebenSalter eines SKenfd^en, mit y bie ©rö^e (ober 
baS ©eroid^t) biefeä SKenfci^en im älter x, fo gel^ört offenbar ju 
jebem 2Bert tjon x ein SBert t)on y. ©rö^e unb ©emici^t eineä 
3Dlenf(i^en fmb alfo Munitionen feines SllterS. 

Slnbere Seifpiele für fjunitioncn finb folgenbe: 

Oberf(äd^e unb ^nl^alt einer Jtugel ftnb ^unftionen il^reS 
JRabiuS. 

3)ie ©nbgef d^minbigf eit eines f aUenben ÄörperS ift eine ^nftion 
ber ^aUl^ö^e. 

3)aS SSoIumen einer ©aSmenge ift (bei gegebener 2!empe= 
ratur) eine ^nltion beS 3)rudEs. 

SBir empfel^Ien bem Sefer, weitere Seifpielc für ^Junltionen 
aus ©eometrie, ^ij^yi unb ßl^emie felbft l^crouSjufud^en, um fid^ 
baburd^ ben gunItionSbegriff möglid^ft Kar ju mad^en. 
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2 I gfuttftioncn, ®xmitotxtt, ^ti^tn. 

SBcnn y eine gunition t)on x ift, fo nennt man x bic 
unabl^ängige^ ^ bie abl^ängige SSeränberlid^e. 

Um augjubrüdfen^ ba^ y eine f^unltion t)on a; ifi^ fd^reibt man 

y =- f(x) (Sieg: „y gleid^ /* oon a?".) 

$at man gleid^jeitig oerfci^iebene t^^nltionen ju betrad^ten, 
fo wcnbet man bie Sejeid^nungen f{x), g(x\ h(x), , . . ober 
9^(^)/ z(^)/ "^C^)/ • • • ^^- ®^ werben faft aUe Sud^ftaben 
(gro^e unb Heine) jur Sejeid^nung ©on guitftionen benu^t. 

§ 3. ^^unktbnen wn mtlfxtxtn l^txüxxttxliiitn* 

l^ei^t eine gunftion von x unb y, votnn ju jebem 
SQBcrtfpftcm o?, y ein SBert r>on e geliört. 9Kan nennt x 
unb y bie unabl^dngigen SSeränberlici^en^ e bie abhängige 
SSeränberlid^e unb fd^rcibt 

^ = Aa?, y) . 

©inb neben /"(a;, y) nod^ anbete gwnitionen tjon x unb y ju 
betrad^ten, fo nimmt man bei il^nen ftatt f anbete Sud^ftaben. 

»etfiilele fär Munitionen non jwel äJeränl^etlid^en. 

®et Sn^alt eines Jfted^tcdfS ift eine gunition bet beiben Seiten. 
S)a3 33olumen einet ©aSmenge ift eine gunftion oon ®tudf unb 
S^empetatut. $Det Sefct möge felbft weitete Seifpiele bilben. 

3n butd^auä entfptcd^enbet SBeife befiniett man tjunitionen 
oon btei, oiet, fünf, . . . SSetänbetlid^en. 

§ L %nmtixx\iit iDarpellung J^r 3alfUn, M\jlitiMfmxt 
unli 3a^Untrtt)eU 

S)eScatteS l^at in feinet „Geometrie" (1637) gele^tt, mie 
man bie gal^Ien butd^ bie fünfte einet ©etaben, bie S^tl^lenpaate*) 
butd^ bie $(Junfte bet Ebene, bic ^oißxi\xcftl*) butd^ bie fünfte 
beS Slaumeö in einfädlet SBeife oetfinnlid^en fann, unb et mutbe 
babutd^ bet Scgtünbet bet analptifci^en ©comettie. 

1. "Sizxvx mit eine ©etabe bettad^ten (gig. 1), fo fönnen 
mit \xn^ in jmei tjetfd^iebenen SRid^tungen auf i^t bewegen. S)ie 

*) ©enou genommen müßten toit Jogen ,,geotbnete gol^Ienpaate" 
unb „geotbnete SaT^Ientriper', weil in jebem ^aat ein 1. unb 2., in 
jebem 2;tipcl ein i., 2. unb 3. OJtteb untetfd^ieben toltb. 



dkomettifd^e ^arftettung ber 3^^!^- 3 

eine biefer beiben SHd^tungen ift in ber fjigut burd^ einen 5Pfeil 
marficrt. Sie foll bie pofitiöe ^ei^en, bie anbete bie negatioe. 
@ine Semegung auf unferer ©eraben in pofttiüet 9li(i^tung tooüzn 
toix eine ^ormärtdben)egung^ eine 9en)egung in negativer 
Stiftung eine 9lü(fn)ärtdbemegung o ji b b p 

nennen.*) 9lun fei A ein erfter, B ein -« — • ' ' *^ 

jweiter 5ßunlt auf bet ©eraben; d fei bie ~ ^ 

Sntfemung beiber, gemeffen mit einer ju ^' ^' 

©runbe gelegten ßöngeneinl^eit. Seroegen wir m% auf ber ©eraben 
oon A naci^ B, fo befd^reiben wir bie ©tredfe AB. ^aben wir 
babei eine SBormdrtdbemegung ausgeführte fo moSen n)ir fagen: 

3)ie ©trede AB l^at bie 9Ra^}al^I d, 

^aben mx eine 9Ul(In)(irtdben)egung audgefüJ^rt^ fo n)oIIen 
mx fagen: 

S)ie ©tredfe AB ^ot bie SKa^jal^I — c«. 

3)ie SRa^jal^I einer ©trede AB x^t alfo bie mit einem ge« 
miffen aSorjeid^en oerf eigene Sntfemung ber beiben ^ßunfte A, B, 
S)iefeä 3Sorjei^en ift ba8 S^^«^ +/ vomn man t)on -4 nac^ -B 
burd^ eine 93orn)ärtdben)egung gelangt (bie Solomotioe alfo oon 
A na^ B oorroärts fallen mu^) baS 3^i^^ —/ ^^^^ w^^« ^on 
J. nad^ B burd^ eine Slüdroärtdbemegung gelangt (bie Sofomotioe 
alfo oon A nad^ B rüdfroärtä fal^ren mu^). 

3)ie SWaJjal^l ber ©tredfe AB motten mir mit AB be= 
jeid^nen^ bie Sntfemung ber beiben fünfte A, B bagegen mit 
\AB\. 

a)ann ift offenbar \AB\^\BA\, aber 

(1) AB ¥2; 

benn tomn bie Solomotioe j. 9. oon J nad^ B oormärtd fdl^rt^ 
fo mu^ fie oon B md) A rüdfmärtä fal^rcn. 

Sine mid^tige 9lelation beftel^t jmifd^en ben burd^ brei ^nnlit 
A, B, C beftimmten ©tredfen. SS ift immer 

(2) AB + BC+CÄ'^0 ohtt AB ^CB— CA. 

S)iefe gormel lann man aus ber ?Jig. 2 ablefen, meldte bie 



*) (SS iß ^toedmftgig, ftd^ Dor^ufteUen, bag bie aerobe bie eine 
ber beiben 8d^ienen i^, auf benen ftd^ eine Solomotiüe betoegt, bie 
nid^t umgebrel^t koerben lann. 

!♦ 



4 I. guttftionen, ©rctijwerte , ^ti^tn. 

t)crfd^iebencn Strien, n)tc bie ?PunItc A, B, liegen fönnen, lotx- 
anfd^aul^t. SJlan mu^ babei auf bie SHelation (1) 3lüdffid^t nel^men. 



-4- 



teitungcn fönnen wir bie 
4 c B cJl gSerfinnlic^ung ber gal^^ 



J^ 



len burd^ bie 5ßunlte einer 

©eraben, bie wir bie 

^ ^ai^lznVxnxt nennen, in 

^^- '• folflenber SBeife 6eroerl= 

fteHigen. SBir wählen auf ber ©eraben (»gl. ^ifl- 1) «inen feften 

Slnfanggpunlt 0. gebcm 5ßunft P orbnen wir bann bie ^o^l 

(3) a; = ÖP 

ju unb nennen jte feine Slbf jiffe. 3"^^^ »erfd^iebene fünfte P 
unb Pj l^aben bann immer ocrfc^iebcne 2lbf jiffen; benn aus OP 
= ÖPi folgt auf ®runb ber ^ormel (2) IPF^ = 0, alfo auc^ 
I FP^ I == 0. gerner lä|t_ftd^, wenn eine S^^l x gegeben ift, 
ftetä P fo mähten, bafe ÖP= a? wirb. SP ä; = 0, fo fättt P 
mit jufammen; ift x pofttio, fo gelangt man t)on nad^ P 
burd^ eine aSormärtSberoegung um x\ ift a; negatit), fo gelangt 
man t)on nai^ P burd^ eine SHtidfmärtäberoegung um — x. 
3)urd^ gormel (3) ift alfo jmifd^en ben ^o^Xtn x unb ben 
5ßunlten P ber ©eraben eine S^orbnung getroffen, toeld^e folgenbe 
©igenfd^aften l^at: 

Sebem ?Punft P entfprid^t eine gal^l x, feine Stbfjifjc; oer^ 
fd^iebcne 5ßunlte l^aben »erfd^iebene Slbfjiffen; jcbe ^ciji x lommt 
ate Slbfjijfe eines 5ßunltcä oor. 

(Sine fold^e Sworbnung rooffen mir eine Slbbilbung nennen. 
®§ ift unä alfo gelungen, bie ^cisUzn auf bie $(Junfte einer ®e= 
raben abjubilben. 

©inb X unb x^ bie Slbfjijfen ber 5ßunfte P bjro. B^, fo 

folgt au^ (2): 

' ^ PPi==a;i-a;. 

$Der Scfer möge unter 33enu^ung biefer gormcl bie 2lbfjif{e beS 
SKittelpunftS einer ©tredfe bered^nen. 

2. Um eine SSerfinnlid^ung ber ^cijitxiifmxz x, y ju ge^ 
minnen, jie^en mir in einer ®6ene burd^ einen $(JunIt 0, ben 
mir ben SlnfangSpunft nennen, jmei oerfd^iebene fefte ©eraben 



®tomtttx]d)t 2)arfteIIung ber ^al^Unpaaxt, 5 

(Äoorbinatcnad^fcn). 2luf jcbcr von il^ncn fc^cn roir eine 
poftttpe SRid^tung feft (tjgl. ^Jtg. 3). 3)ie eine ©erabc möge bie 
ajsSld^fe, bie anbete bie y^Slc^fe l^eijen. Sf^ nun Pein beliebiger 
5ßun!t ber ®bene, fo jiel^en roir-burd^ i^n bie beiben $(Jarattelen 
ju ben Sld^fen. 3)aburd^ entftcl^t auf ber aj^Sld^fc ber @i)miU 
punit X, auf ber y=3ld^fe ber ©d^nittpunlt Y. 3[e|t fe^en wir*) 

(4) x^ÖX=*YP y^^Y^XP 

unb nennen x bie a;=Äoorbinate, y bie y-Äoorbinate t)on P. 
3Kan fagt auc^, a; fei bie 2lbf jiffe, y bie Drbinate von P. 

3ebem ^ßunlt P ber ®bene ent* 
fprid^t auf biefe SBeife ein S^^^- 
paar x, y; bie erfte gal^I ift bie 
Slbfjiffe, bie jroeite bie Drbinate 
von P. S^tx t)erfd^iebenen fünften 
entfprec^en offenbar t)erf(i^iebene Sal^= 
lenpaare. 3^ jAem 3ö^l«tpaar x, y 
läfet ftd^ ein ^ßunlt finben, bcffen «b* 
f jiffe X unb beffen Drbinate y ift. 

®ä ift uns alfo gelungen, bie 
3al^lenpaare x, y auf bie fünfte ber ®bene abjubilben. Diefe 
^bbilbung ift burd^ bie ^Jormeln (4) beftimmt. 

3. Um eine Slbbilbung ber 3<»^f^«tripel x, y, z auf bie 
^Punfte beS SRaumeS ju gewinnen, jiel^t man burd^ einen $unlt 
brei Oeraben, x^%ö^\t, ysSld^fc unb Z'%ö^]t genannt, bte nid^t 
in einer @bene liegen, ©ie beftimmen paarroeife brei ®benen, bie 
Äoorbinatenebenen. SP ^ ^i" beliebiger 5ßunlt beä SRaumeS, 
fo legt man burd^ i^n brei (Sbencn parallel ju ben Äoorbinaten^ 
ebenen. 3)aburd^ entfielet auf ber ajsSld^fe ein ©d^nittpunft X, 
ouf ber y=2ld^fe Y, auf ber Zc%i)^t Z, g^^t fe^en mir 

(5) x^ÖX,y^ÖY, &^~ÖZ, 

3)iefe gormein liefern, mie man leidet erfcnnt, eine 2lb* 
bilbung ber S^^'^I^tripel auf bie fünfte be8 SRaumeS. 




*) ^at man auf einer ©eraben bie pofitiöe S^ic^tung fcftgefeftt, 
fo pflegt mon fie, loenn bie ©erabe eine ^arallelöcrfd^iebung erfäbrt, 
ungeänbert ju loffen. Siiad^ Seftfeftung ber pofitiöen iRtc^tung ouf oen 
Äoorbinatenad^fen ift alfo aud^ ouf ben au i^en parollelen ÖJeraben 
bie pofiti))e 9Hd^tung feftgelegt 



6 I. gunftioncn, Otcnjtoertc, Steigen. 

§ 5. ©e^metrift^e Jlurpeiluttg itx fixnktUnitn. 

SSScnn man eine fjunftton y = f(x) geotnetrifci^ barfteffen 
TDttt, fo fann man bte SlbMIbung bcr S^^exvpaaxt auf bie fünfte 
ber ®6enc benu^en. 3Ran fu^t für jeben SSSert*) ber unab:: 
j^ängigen SBcränberlid^en x ben ^ßunft auf, beffcn 2lbfjiffc gleid^ x 
unb beffen Dtbtnate gletd^ f{x) ift. Diefe fünfte erfüllen eine 
fogenannte Äuroe. ©ie l^ei^t bie Silbfuroe ber g^unftion f(x) 
unb y =» f{x) bie ©Icid^ung biefer Äuroe, 9Wan fann, wenn 
bie SBilbfuroc gejeid^net ift, au§ i^r ablefen, wcld^er SBert bcr 
abl^ängigen SBeränberlid^en jebem SQScrt ber unabhängigen entfprid^t. 

SBill man eine gwnftion =» f(x, y) geometrtfd^ barfteHen, 
fo fann man bie Slbbilbung ber S^^tentripel auf bie $(Junfte beä 
SRaumeS benu^en. 3« 1^*^^"^ SBertfpftem x, y fud^t man ben 
$unft, beffen Äoorbinaten ber Stetige nad^ gleid^ x, y, f(x, y) finb. 
2)iefe 5ßunfte erfüllen eine %lä^t, bie Silbfläd^e ber gwnftion 
K^f y), wi^i> ^ =* /*(^/ y) iP i>ic ©leid^ung biefer gläd^e. 

@rtt)ä]^nt fei nod^ bie geometrifd^e 3)arfteIIung eined $aare3 
oon gunftionen einer Seränberlid^en, y «= f{ic), z = g{x). 3Kan 
erl^ält ftc baburd^, ba^ man für jeben 2Bert t)on x ben $(Junft 
auffud^t, beffen Äoorbinaten ber Steige nad^ gleid^ x, f(x), g{x) 
fmb. S)iefe 5ßunfte erfüHen eine Äuroe im SRaum. ©ie ift bie 
SBitbfuroe beS %\xnhxmtn:^aaxt^ f(x), g(x). 

©old^e geometrifd^en Darftellungen mic bie oben'auSeinanber- 
gefe^ten fpielcn and^ in ben Jiaturroiffenfd^often unb in ber 3led^nif 
eine mid^tige 9loHc. ©emöl^nlid^ legt man bie Äoorbinatenad^fen 
fo, ba^ fte jueinanber red^troinflig ftnb. 3Kan fprid^t in biefem 
galle t)on red^tminfligen cartefifd^en Äoorbinaten. 

§ 6^ Mt ütmmtaxtn ifunktten^n* 

3)ie wste 5ßotenj von x (w eine pofitioe ganje S^l^O iP 
offenbar eine gunftion tjon x; benn ju jebem SBert von x gehört 
ein ganj beftimmter SSSert tjon a^. 2Benn «o/ ^1/ ' ' •/ ^m ^<^^* 
panten tjorfteffen, fo ift aud^ 



*) 3n ber ^Pragt« mu§ man fid^ begnügen, bici? für eine Än^al^t 
öon ajsSBerten auf jufül^ren. Solan erpit fo eine angenfiberte S)arfteKuttg 
ber Söilbfuröe. Sd^nlid^e« gilt für bie »ilbfläd^e üon f{x, y). 
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eine ^nltion t>on x, @ine fold^ ^nltion ^ei^^ xotnn Uq nid^t 
nuO x^, eine ganje rationale f^unltion m^Un ©rabeS. 
®ine ianit rationale gunftion O^ten ®rabe8 ift eine Äonftante, 
il^e Silbhiroe eine ^raUele jur o^-SU^fe. S)ie Silbfuroe*) einer 
ganzen rationalen f^unltion erften ©rabed ift eine gerabe Sinie. 
2)ie SilblurDe einer gangen rationalen Munition jroeiten ©rabeä 
ift eine Parabel, eine Äuroe, bie ber Sefcr oon ber ©d^ule l^er 
fennen wirb, ©ie befielet ouä atten fünften, bic von einer 
feften ®eraben (ber Seitlinie) unb einem feften ^ßunlt (bem 
Srennpunft) glcicl weit entfernt finb. 

@in Quotient aud }n)ei gangen rationalen f^unltionen^ alfo 
ein Sluabrud oon ber %(nm 

n)irb ald rationale fjunition Begeid^net. ®inen ©pegialfall 
baoon bilben bie gangen rationalen Munitionen. 

2)ie reellen 3Burgeln einer algebraifd^en ©leid^ung 

r + r^{x)tr'^+ . . . + r^^tix)y + r^(x) « 0, 

beren Äoeffigienten r^{x), . . .,r^(a?) rationale gunftionen oon x 
finb, finb Munitionen t)on x, bie man ate algebraifd^e 5unl= 
tionen begeid^net. 3)ie rationalen Munitionen finb ein ©peiial^^ 
fall oon i^nen (n — 1). 

ätu^er bm algebraifd^en Munitionen red^nen mir nod^ einige 
nid^talgebraifd^e ober tranfgenbente gu ben elementaren %\xnh 
tionen. S^näd^ft ift eS bie (Sjponentialfunition o*, mobei a 
eine pofttioc Äonftante bebeutet**), unb bie M^Won Soga« 
ritl^mud. 

3u jebem pofitioen x gel^ört ein y berart, ba^ a^ — rc 
ift***). y l^ei^t ber Sogaritl^muS oon x jur S3afi8 a unb mirb 
^ log X gefd^rieben. ®ic gebräud^lid^en Sogaritl^mentafeln begiel^en 
fid^ auf bie SajtS 10. S)er Sefer möge oerfud^en bie Silbluroen 
oon a* unb *loga; für ben %QXi a = 10 gu geid^nen. 



*) SBir iDoIlen ein red^tlDinHigeiJ Sld^fenf^fkem gu ©runbe legen, 
^er Sefer gctd^ne bie S3ilbfuröen öon y = 3a; + 4, y = a;", inbem 
er SD^Qimeterpapter benu^t. 
**) a« iji immer pofitiö. 
***) a ift pofltiö, barf ober nid^t gleld^ 1 fein. 




8 I. 3futtftü)nen, ®ren$toette, 3lei^en. 

Sctrad^ten vdxx ein tcc^twinlligeS Slc^fcnfpftctn. SBcnn 
wir bic ajs3l(^fc um einen redeten SBinlel breiten, fo wirb jte mit 
bet y-Sld^fe jufammenfatten, unb menn mit in geeignetem ©inn 
gebre^t l^aben, merben aud^ bie pofttioen Slici^tungen bet 3l(^fen 
jufammenfaffen. 2)iefer ©tel^ungSftnn, ber in 
§ig. 4 but($ einen !ßfeil angebeutet ift^ {oD 
ber pofitioe l^ei^en, ber anbere ber nega= 
tioe. SSSir mollen je^t um bcn SlnfangS- 
imnft einen ÄreiS befd^reibcn, beffen SlabiuS 
bie Sängenein^eit ift. 3Ran nennt i^n ben 
©inl^eitsfreis. grfd^neibet auf ber ic^Sld^fe 

öig. 4. ^^^^^ ^mü Ä avi^, fo ba^ 0-4 = 1 ift. 3)er 

5Punft Ä fann ftd^ auf bem ©in^eitSlreiS in 
jroei t)erfd^iebenen SEBeifcn bewegen. 9Benn ber Slabiuä OA ftd^ in 
pofititjem Sinn brel^t, fo fagen mir, ba^ Ä ftd^ auf bem Äreife 
in pofitioem ©inne bcmegt, anbemfaÜS in negatioem ©inne. 

Sefc^reibt Ä, mäf>renb er pd^ in pofitiöem ©inne bewegt, ein 
S5ogcnftüdf Don ber Sänge a, fo fagen mir, ba^ er ben Sogen « 
jurüdf gelegt l^at; bcfd^reibt Ä, roäl^renb er fid^ in ncgatioem 
©inne bemcgt, ein Sogenftüdf t)on ber Sänge a, fo fagen mir, ba^ 
er ben Sogen — « jurüdfgelegt l^at. 

9lad^ biefen Vorbereitungen ift eS tei(^t, bie beibcn g^unltionen 
ÄofinuS unb ©inuS, bie ber Sefer auä ber Trigonometrie lennt, 
ju befinieren. SP x gegeben, fo laffen mir ben $unlt Ä, ben 
mir oben eingefül^rt l^abcn, fid^ fo bemegen, ba^ er ben Sogen x 
jurütflegt. ©r gelange baburd^ nad^ P. 3)ie Slbf^iffe oon P 
nennen mir cosa? (Äofinuä von x), bie Drbinate sinrc (©inuS 
t)on x). ©8 ift alfo 

OX=cosiC, 0!r=sinic. 

3lu8 ber gigur entnimmt man fofort bie ^Relation 

cos*ic + sin^Ä? «= 1. 

SSon großer SEBi(^tigfeit ftnb bie beiben folgenben fjormeln: 

cos {x + x) = cos X cos x' — sin x sin x\ 

sin {x -{- x') ^^ sm X cos x + cos x sin x, 

bie in ber ©lementarmatl^ematif beroiefen merben. 

cosoj unb sinrc gel^ören ju ben trigonometrifd^en %yxnh 
tionen. 3lu^er biefen beiben ermähnen mir nod^ bie trigono- 
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metrtfc^en fjunltioncn tgx (S^angcnS x>on x) unb coto; (ilotangenS 
von x), TOcld^e in folgcnbcr SBeifc befiniert finb: 

sino; , co^x 
iax^ COtiT«^; 



2ßir empfehlen bcm Scfct btc Silbfunjen x>tm cosä;, sina?, 
tga?, cotic ju jcid^ncn. 

68 fehlen in bct Slufjäl^lung bcr elementaren ^unftioncn 
nod^ bie fogenannten j^IIomettifd^en Munitionen. SBenn x 
gegeben ift, fo gibt e8, fatts x jwifc^en ben ©renjen — 1 unb 
+ 1 liegt, immer jwifd^en unb*) % einen Sogen, bef[en 
Äojtnuä gleid^ x ift. 3^« bejeid^net man mit arcoosa? (Sirius^ 
lofinuS X, b. 1^. bet Sogen mit bem Äofinuä x), ©benfo gibt eS 

jnjifd^en — f ^"^ 2^ einen Sogen, bef[en ©inuä gleid^ x ift. 

S^n nennt man arc sin x (SlrluSftnuä a?, b. \). ber Sogen mit bem 
©inu§ x). 3n äJ^nlid^ei: 2Beife werben arc tg a; (SlrfuStangenä x, 

b. 1^. ber Sogen jmif d^en — ^ unb g^, beffen SCangenS gleid^ x 

ift) unb arc cot x (SlrfuäfotangenS x, b. 1^. ber Sogen jroifd^en 
unb TT, bcffen Kotangens gleid^ x ift) befiniert. Sei arctgoj 
unb arc cot x barf x alle Söerte annel^men, mäl^renb bei arc cos x 
unb arc sin x baS x auf bie SBerte jroifd^en — 1 unb + 1 
(biefe eingefd^loffen) befd^ränlt mar. 

9lud^ biejenigen Munitionen, bie ftd^ aus einer enblid^cn 
Slnjal^l elementarer Mw^^^^ionen jufommenfe^en laffen, mie g. S. 
cos(aic + &), log (sin* ir) u. bgl., motten mir elementare Muni- 
tionen nennen. 

y nannten mir eine Munition Don x, menn ju jjebem SBert 
Don X ein SBSert non y gehört, x brandet babei leineSmegS äffe 
SBBerte anjunel^men, bie eä gibt; c§ lann üielmel^r auf eine beftimmte 
5KannigfaltigIeit oon Sffierten**) befd^rönlt fein. 2)iefe SWannig- 
faltigleit lann g. S. ein S^teroall fein, b. 1^. au§ äffen SBerten 
X beftel^en, bie ben Ungleid^ungcn a^x^b genügen, ©in fold^eä 



*) n ift ber l^albe Umfang be« (ginl^citSfrcifeS. 
**) 5luf ber Sß^lenlime entfprtd^t x1)x eine $un!t menge. 
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Sntcroatt*) bcjetd^nct man mit (a, h). 3ft x nur an bic Sc^ 
bingung x^a ober an bic Scbingung x^cr gcbunben, fo fprid^t 
man Don bcm uncnblid^cn Sntcröall (a, oo) Bjm. (— oo, a); 
baS Scid^cn oo lieft man „Unenbli(^". 

3)ie 5!Ranni8faItigIeit von SBerten (ober SBBertmenge), in 
meld^er x jtd^ bewegt, fann aber aud^ uon anberer 3lrt fein, obmol)! 
bie oben betrad^teten elementaren Munitionen aSe in S^nteroaSen 
befiniert finb, j. S. arc cos x, arcsina? in (— 1, 1), logx im 
Snnem bes ^ntwoallS (0, cx>). 5!Ran fann ftd^ für jcbe beliebige 
SJertmenge ober, mie man fid^ geometrifd^ auSbrütft, in jcber 
5Punftmenge auf ber S^\)knlxnit**) eine Munition befiniert 
beulen; ed braucht ja nur jebem $unlt ber ^unltmenge ein SBert y 
jugeorbnet gu fein; benn bad allein liegt in bem f^unftionsbegriff. 

SBBir motten je^t eine gunltion u{x) betrad^ten, bei ber x auf bie 
pofitioen ganjen S^l^len 1, 2, 3,. . . befd^ränft ift***), unb ftatt 
u(n) motten mir fürjer u^ fd^reiben; u^ ift alfo ber ^unftionSmert, met 
d^er ivix^n gel^ört. ©d^reibt man bie gunf tionSmerte nac^einanber 
auf, mie pe ben rcsSBerten 1, 2, 3, . . . entfpred^en, fo erl^ält man: 

tli, Wj, «8, . . . 

3)a3 ift eine fogenannte 3<t^Ienf olge ober lurj eine ^olge. 

SBir motten einige Seifpiele für S^^l^fölgen befpred^en. 

@ullib bilbet am 9(nfang bes jel^nten Sud^ed feiner Elemente 
eine ga^lenfolge, inbem er t)on einer gegebenen pofitioen ®rö^e 
mel^r ald bie ^älfte, oon bem 9teft mieber mel^r old bie Hälfte u. f. f. 
megnimmt. @r bilbet alfo eine So!fjlUn^ol%e Wj, w^, t^g, . . ., bei 

ber < w^^i < -r-w^ ift. Über biefe S^^fe^folgc beroeift er einen 

©a$ (©a$ 1 beä 10. ^\x6)t§i), auf ben mir nad^l^er no(^ jurüdf^ 
fommen merben. 

2Benn man auf jmei inlommenfurable pofUioe ©rö^en % unb 
wg baä euflibifd^e 2;eileroerfal^rent)anmenbet, fo entfielet eine ^olge 

*) ^uf ber 3a^lenltnieeutf))rtd^t einem enblid^en^nterüalleine^tredCe. 

**) 3)aÄ|elbe gilt für bic ©bcne unb ben 9laum. 
•**^ ®tnc gunmon üon n })ofttiöCtt ganjja^ligen SScrftnbcrlid^cn ift, 
voxt man beroeifcn lann, nid^tS allgemeinere^ aU eine gunltion t)on 
einer fold^cn Seränbcrliti^en. 

t) 3)iefeS bepelzt barin, ba§ man öon ber größeren u^ fo oft t9 
gel^t bie fleinere u, abjiel^t, ben S^eft u, fo oft tS gebt t)on u^, ben fo 
cntpel^enbcn 9left u^ fo oft cd ge^t öon w, ufto. 3ft j. 83. Wj = 1, 
tt, = yT— 1, fo lautet bie golge t*i, t*,, w,, . . . fo: i, (yT— l), 
(l/2■-l)^(y2--l)^... 
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«1, w», %, . . ., in wcld^cr w„+i < u„ ift, ferner ^5,^^.3 < g- Wa„ 
unb Wj^+i <-2^8«-i/ f^ *^^fe '^^ *>i^f^ Sötte w^, w,, %,. . . 
unb «2, Wg, W4, . . ., folgen ber focBen betrad^tctcn 3lrt jtnb. 
SBJenn man bie gal^I ^ Bid auf eine, bann Bio auf jroei, bann 

Bid auf brei ufm. ^ejimalen Bered^net, fo erl^ält ntan bie 3<^^(enfoIge 
0,1; 0,11; 0,111; 0,1111; .... 

SBenn man ben Umfang beS bem ©inl^eitdlreiS einBcfd^ric« 
Benen regulären SBiererfä, bann ben beS regulären S^ecfä, 16s 
edfä, 325e(f8 ufm. Bered^nct, fo erl^ält man eine S^^lenfolge, bie 
in ber ®Iementargeometrie Bei ber angenäl^erten SSered^nung ber 
Sal^I 7t Dorlommt. 

®S ift oft Bequem \tM einer S^^^^enfolge %, w,, Wj, . . . 
il^r geometrifd^e^ ^ilb auf ber 3<^^lenlinie ju Betrad^ten. 3)a 
jebe 3^^^ ^n <^wf ^er S^^fenlinie bur(^ einen 5ßunlt P„ (ben 
5PunIt mit ber Sl6fjif[e wj oerfinnKd^t wirb, fo entfpri^t ber 
Sal^lenfolge eine 5ßunItfoIge P^, P„ Pj, . . . ©tatt Don Sal^:» 
lenfolgen ju reben, fönnen mir alfo Don 5PunItfoIgen auf einer 
©eraben reben*). 

§ 8. ^Snfms$^t\ltn mtx ifl^lenf0ig^ 

Pi, Pj, Pj, . . ♦ fei eine 5PunItfoIge auf ber 3<^^Ien = 
linie**). ®in ^unlt Q l^ei^t eine §äuf ungSftellc biefer 5ßunlt= 

folge, wenn in BelieBiger 9?äl^c oon Q un? , ^ 

enblid^ oiele 5Punfte ber golge liegen***). ^ — ^ pr — 

2)a8 l^at folgenben ©inn: Äonftruieren ^ ^ ^ 

mir (§ig. 5)^ um^ Q afö 3JlitteIpunIt ein ^^^ ^• 

Snteroatt Q' Q" unb unterbrürfen mir in ber ^unftfolge atte 
5ßunfte, bie nid^t in baä Snteroatt Q' Q'' fatten, fo BleiBt nod^ 

♦) eine ?5unltfoIge in ber ©Bene Ift äquivalent mit einer golge 
öon 8a]^Icn|)aarett: Ui, v^; t*,, t?,; w„ t?,; . . . @tnc ^unftfolge 
im 9lattm ift äquivalent mit einer golge Don Sa^Ientripeln i*i, Vj, Wj; 
t«„ t;„w,; u^,v^,w^; . . . 

**) die fünfte ber gfolge Braud^en leineiStoegiS aSe Derfd^ieben 
p {ein. @te ftnb ja tro^bem mit ^ilfe il^rer Snbt^ei^ unterfd^eibBar. 
8. w. ift P,P,P,... für un« aud^ eine ^ßunftfolge. Sie |at bie 
^äufungdftelle P. 

♦**) SBenn u„ t*,, w„ . . . bie p P^, P„ P,, . . . gehörige ßa^* 
lenfolge unb u bie ^CBfjtffe von Q ift, fo fagen mir aud^, u fei eine 
^äufungdfteSe ber da^lenfolge. 
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eine ^unltfolgc übrig, (nid^t ztwa nur eine cnblid^c 3lngal^l Don 
Sßunftcn); bicS gilt immer, wie aud^ ba§ S^^terDott Q' ö" 9^- 
roäl^lt fein mag. 

®ä ift Don großer SBid^tiglcit, ba^ bcr Scfcr fid^ ben S5e= 
griff $äufungSftcIIc vöüxq Ilar mad^t, weil bicfcr Segriff für baS 
^oigenbe grunblegenb ift. 

35ic golge 1, h h h - - - '^^t ^^^ '^äufungSftcttc (unb 
fonft leine). 2)aSfelbc gilt uon ben 3öl^fettf<>Iö^^ ©uflibs, bie 
wir oben ermäl^nt l^aben (©. 10). 3)ie golge 0,1; 0,11; 
0,111; ... l^at bie $äufungSfteIIe i unb leine anbere. Stimmt 
man ben Umfang beä bem ©inl^eitäfreiS einbefd^riebenen regulären 
2^=edfd, 2^5crf8, . . ., fo entftel^t eine 3o^&IwifoIge, beren einjige 
§äufungäfteffe 2 jt (ber Umfang beS ©in^eitsfreifeä) ift. 3)ie golgc 
1/ f / i/ i/ i/ ^/ +/ • • • ^öt bie beiben §äufungSfteffen unb 1. 

®ä gibt aud^ ä^^'^f^'^föfgen mit unenblid^ t)ielen ^äufungäs 
ftellcn, ja fogar fol^e, für meldte jebe gal^I eine ^äufungS« 
ftette ift. ^tit rationale 3^^! (b. \). jeben Srud^) lönnen mir 

in ber gorm | f($m6en, n,o p unb q gonje 3«^Ien o^ne gc^ 

meinfamen Steiler ftnb unb q pofitio ift. Drbnen mir biefem 
S5ru(^ ben ^unlt mit ben Äoorbinaten 
^^'Qj 3/==jP Ju (in einem cartefifd^en 
Äoorbinatenfpftem), fo erl^alten mir in ber 
ebene eine $unftmenge $. §n %\%. 6 



^•h-^ 



' finb bie 5ßunfte »on $ burd^ Äreuje mar= 
liiert. Setrad^ten mir überl^aupt alle 
5ßunfte mit ganjjal^ligen Äoorbinaten, fo 
gel^ören ju il^nen bie fünfte 5ß. 3)ie 5ßunfte 
mit ganjja^ligen Äoorbinaten laffen fu^ 
aber als fSunltfolge fd^reiben. 3n ber gigur 
ift burd^ bie ftarlgejogene ©d^nedtenlinie an= 
gegeben, mie bie fünfte aufeinanber folgen. 
Unterbrüdfen mir in biefer g^olge alle 5ßunfte, bie nid^t burd^ Äreuje 
marüert finb, fo erhalten mir eine ^unftfolge, bie auä ben 
5Punften Don $ befte^t. ®rfe^en mir jeben $unft burd^ bie ju 

il^m gel^örige S^^^ y/ f<> erhalten mir eine ^olge, in ber 

alle rationalen S^i^len norlommen unb jebe nur ein= 
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mal. ^n beliebiger 5Räl^e ieber 3^" lieitn aber unenblid^ mcle 
rationale S^'^''^- Sßfo ift für unfere tjolge jebe gai^l eine 
^äufungSftelle. 

§ 10. $a1f wn «fmrpintf. 

Siegt eine gal^lenfolge in einem enblid^en S^^ter- 
oall^ fo l^at fie n^enigftenS eine ^äufungdftelle. 

3)ie Sa\)lexi^ol%t liege in bem 3'^tert)all (a, b), fo ba^ alfo 
atte il^re S^^^^J^ gtö^er ober gleid& a unb fleiner ober gleid^ 6 
finb. SBir nel^men eine gange S^^^^l *w, bie Heiner afö a ift, 
unb roäl^len bie ganje 3<J^l ^ fö, ba^ w + n größer alä b ift. 
2)ann liegen alle S^fjikn ber f^olge gmifd^en ben beiben gangen 
Sal^len m unb m + n. 

Unter ben Snteroallen 
(w, w + 1), (w + 1, w + 2), . . . , (m + n — 1, w + w) 

mu^ es nun menigftend einä geben, roeld^eS unenblid^ uiete ©lieber 
ber golge entl^ält. SBÜrbe nämlid^ jcbeS biefer gnteroatte nur 
eine enblid^e SSlnjal^l fold^er ©lieber entl^alten, fo gäbe es aud^ 
in (w, m + n) nur eine enblid^e 2lnja^l; mir roiffen aber, ba^ 
jmifd^en m unb m + n alle ©lieber ber ^olge liegen. ®ä 
gibt alfo ftd^er eine ganje S^^l K fo ba^ in baS Snteroall 

J) (K * + 1) 

unenblid^ mele ©lieber ber golge fatten. Steilen mir J in jel^n 
gleid^e S^eilinteroaSe 

(*'* + ä' i^ + ro' * + Ä)'---- (* + ä'* + i)' 

fo mu^ es unter i^nen menigftenS einS geben, etma 

meld^eS ebenfo mie J uncnblid^ t)iele ©lieber ber tJölge entl^ält. 
Unter ben jel^n gleid^en 2;eilintert)atten von J^: 

vm^ e8 toieber einä geben, etwa 

J«) (* + 10 + 100' * + 10 + ~iööV' 
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tDorin mie in / unb J^ unenbltd^ Diele ©lieber unferet f^olge 
liegen. @o tonnen mir unbegrenjt fortfal^ren. 2)ie S^^^^^^t^ ^1/ 
Ä:^, Äg, . . . bie babei auftreten, gel^ören famtlid^ ber Slei^e 0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 1, 8, 9 an. 

2)er Sefer ift baran gemöl^nt jeben unenbli($en 3)e3imalbrud^ 
ald eine ^a\ji ju betrad^ten. 
9lel^men xoxx nun bie ^cüji 

w « Ä + 0, Äj Ä;^ Äj . . . . , 

fo erweift pe pd^ als eine ^äufungöftette unferer ^a^m^iA^t, 

^txm u Hegt in bem Snteroall J^, beffen Sänge glei(^ (j^j 

ift. Äonftruiert ntan um u ald SWitte ein Beliebiges SnteroaH 
{u — 8, u + b), fo wirb, wenn ntan n genügenb gro^ mä^It, 
^n ^^ biefem S^teroatt enthalten fein. 3« J« K«8^ ober um 
enblid^ Diele Sollten ber tJ^Ige, mitl^in aud^ in (w — - «, w + «)• 

§ 11* Ämwrergente itt^iettf0lgett. (6xm^txit. 

äluf ®runb beS SEBeierftra^fd^en @a$eS miffen mir, ba^ eine 
in einem enblic^en Snteroatt {a, l) befinbli(^e ä^^^'M^^a^ %/ 
wj, t«8, . . . menigftenS eine ^öufungöftette l^at. 2Bir wollen 
je^t ben auSgejeid^neten %€& betrad^ten, ba^ nur eine ^äufungS^: 
fteHe ba ift (bie mir u nennen), fionftruieren mir um u als 
3Kitte ein beliebiges gnteroatt (w — 6, w + b), fo fann au^er= 
l^alb beffelben nur eine enbli(^e Slnja^l oon ©liebem ber golge 
liegen. 93liebe nämlid^ nad^ Ünterbrüd^ng aller ©lieber, bie in 
{u — 6, « + a) enthalten pnb, nod^ eine golge übrig, fo l^ätte biefe 
nad^ bem 9Beierftra|fd^en @a^e eine ^äufungSfteUe, bie fidler Don 
u Derfd^ieben mare. ^e urfprünglid^e ^olge ^ätte bann mebr als 
eine ^äufungSfteHe gegen bie SSorauSfe^ung. SBJir lönnen fomit 
folgenbeS ausfagen: 

SBäl^lt man eine beliebige pofitioe ©rö^e b, fo liegen 
mit einer enbli^en Hnja^I üon WnSna^men aOe ©lieber 
ber ^olge jmifd^en u — b unb w + a. 

SBenn bie ©lieber einer ^^olge mit einer enbli($en Slnjal^l Don 
äluSna^men eine gemiffe @igenfd^aft l^aben, fo mollen mir für} fagen, 
ba^ „faft alle'" ©lieber ber f^olge biefe @igenfd^aft l^aben. 

SSSir lönnen bemnad^ unfere obige SluSfage aud^ fo formu^ 
lieren : 
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„%a\t alle" ©Heber ber golge erfüllen bte Un:» 

xoxt aud^ bie pofitioe ®rö^e £ gen)äl^lt fein mag. 

Stellt eine gölge u^, ti^, tij, • • • ju einer Qdffl u in ber an« 
gegebenen ä3e}iel^ung, fo nennt ntan fie lonoergent unb fagt, ba^ 
u Oft (Srenjroert ift, ober an^, ba^ bie ^olge nad^ u fon©er= 
giert, ober enblid^, ba^ u^ bei unenblid^ gunel^menbem n nad^ 
u lonoergiert (ben ©renjmert u l^at, bem ©renjmert u guftrebt). 
^an brüd(t bied burd^ bie Formel aud: 

lim «^ = w . 

«SS 00 

lim ift ber Slnfong bed lateinifd^en SBorted limes (®renje). üRan 
lieft bie gormel fo: limes u^ (ober limes Don uj für unenblid^ed 
n gleid^ u. 

2)ie oben enoäl^nten S^^lcnfolgen ®uf libs !ont)ergieren (mie 
er felbft in @a$ 1 unb @a$ 2 bed 10. Sud^ed bemeift) nad^ 0. 
Der Umfang beä bem ©nl^eitSfreiS einbefd^riebenen regulären 2"=edf8 
lonoergiert bei unenblid^ junel^menbem n nad^ 27t. 

§e$t vodUen n)ir nod^ jeigen, ba^ bie }u 9(nf ang betrad^- 
teten folgen (bie in einem enblid^en gnteroaS liegen unb nur eine 
$öufungäftette ^aben) bie einzigen fonoergenten folgen finb. 

^/ «<»/ «*8/ • • f^i ri^^ lonoergcnte gö^lenfolge mit bem (Srenj* 
wert u. aSir toiffen, ba^ atte ©lieber ber ^olge mit einer enblid^en 
älnjal^l oon SluSna^men gmifd^en t^-~£ unb u + e liegen. SEBäl^len 
mir nun a Keiner ald bie SluSnal^meglieber unb jugleid^ Heiner afö 
u— s, femer h größer al8 bie SluSnal^meglieber unb jugleid^ größer 
als u + B, fo liegen atte ©lieber ber fjolge jmifd^en a unb b. ®äbe 
ed au^er u (meld^ed offenbar eine ^äufungSftette ift) nod^ eine onbere 
©äufungSftette v, fo müßten unenblid^ oiele ©lieber ber ^olge 
jwifd^en t? — e unb v + s liegen. SP « fö Hein, ba^ bie Öntcr« 
oatte (u — • 6, w + c) unb {v — b, v + e) ganj getrennt finb, fo 
fann bad ni^t fein, meil au^erl^alb oon (u — s^u + b) nur eine 
enblid^e 3ln}a^l oon ©liebem ber golge liegt, u ift alfo bie einjige 
^aufunggftette. 

Semerfungen. SEBenn bie ^olge u^^u^, u^, . . . nad^ u lon^^ 
oergiert, unb man fügt eine enblid^e Slnja^l beliebiger ©lieber 

*) 97tit \x\ be^eid^net man ben absoluten betrag t)on x. (&9 
ift alfo \x\=x, toenn x })orttit), |a;| « — a;, toenn x negatlö ift. 
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I^inju^ fo entfielet eine neue f^olge, bie aud^ nad^ u lonoergtett. ^n 
ber %ai liegen bie ©lieber bcr neuen golge, ebenfo wie bie ber 
alten, „faft atte" gwifd^en u — e\xniu + e. 

Unterbrüd^ man \n u^,u^,u^, . , . eine enblid^e Slnjal^I t)on 
©liebem (ober aud^ unenblid^ mele, aber fo, ba^ nod^ unenblid^ 
Diele übrig bleiben), fo lonoergiert bie neue golge aud^ nad^ u. 

@ine lonoergente ^olge bleibt tonoergent tmb bel^ält benfelben 
©renjroert, roenn man bie ^Reihenfolge ber ©lieber änbert. 

3ft lim w^ =: c unb lim «;„ = c, fo l^ot aud^ bie S^olge u^,v^, 
^2/ ^2/ %/ ^8/ • • • i>c« ©renjwert c, 

1. SBJenn 

lim u^ = u, lim v^ = v 
ift*), fo mirb 

lim (w^ + 1;^) =- w + 1' • 

®8 liegen nämlid^ „f aft atte" u^ jroif d^en w — ^ unb w + - ^ , thtn^ 

fo „faft alle" v^ jmifd^en v— unb t^ + |, folglid^ „faft atte'' 

w„ + «'n iwifd^en {u + v) — b unb (w + 1?) + f. 

2. SBenn 

lim t*^=«w, lim t;^ = v 
ift, fo mirb 

lim (u^ • t?„) = w • t? . 

„fjaft alle" w„, t;„ erfütten bie Ungleid^ungen 

|w — u^|<f, I t; — f;„ I <£. 
5«un ift 

UV - u^v^ = (u - wj «; + (t; - O w„, 
alfo***) 

\uv-u^v^\£\u-u^\\v\ + \v-v^\\u^\ 

^\u — w^||«^| + |v — ^«ll^l + l^ — w^ll^ — '«^„l- 



*) 3ßtr laffen bcr Äürje l^albcr n == » unter bem Symbol lim fort. 
*^ « ift eine beliebig getoäl^lte pofitiöe ÖJröße. 
**^ aSir benujen ^ier ben leidet betoeiSbaren ©aj: \a+h\ 
^ I a I + I & |. a)araug folgt aud^ (toeil u^ -=^ u + u^ — u ift) 
I W,J^|tt l + tt — t*„ |. 



@a(e übet <3)ren)mette. 
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„tJaji attc" 5Ptobuftc u^v^ erfüllen fomit bte Ungletd^ung 

I "^ — ^n^n I ^ « (I «* I + I ^ I) + «*• 

SBäl^Ien wir, romn t' eine beliebig gegebene ®rö^e ift, s f leiner 
als 1 unb «einer ate c': (| w | + 1 1^ | + l), fo wirb für ,,faft 
äffe'' u,v^ 

Folgerungen. SBenn a eine Äonftante unb lim w, — w ift, 
fo wirb lim (a • wj =» a • w . 9Kan brandet nur in bent Dbigen 
atte t?, gleid^ a, alfo aud^ v gleid^ a, onjunel^men. ©eftt man a «= — 1, 
fo ergibt fid^ lim (— w J « — u. 3Jlit ^ilfe Don @a$ 1 folgt 
lim (w„ — t?J = w — V, falls lim w„ = w, lim t;„ = t; ift. 

3. 2Benn 



ift, fo wirb*) 



lim w^ =« w unb u nx6)i null 



l-irn — 



1 



SBJir xoläjUm bie pofttioe ©rö^e b Heiner afö ^ | u |, aber fonft 
beliebig. 3)ann erfüllen ,,faft alle" t*„ bie Ungleid^ung 

biefe u„ finb (weil « < ^ | w | ) iJ^rcnt ^Betrage nad^ größer afe ^ | w | . 
5Dioibieren wir alfo burd^ I ^ I I ^n 1/ f^ ergibt fid^ 






< 






3ft e' eine beliebig gegebene poptioe ©rö^e, fo braud^en mir nur 

b' u^ 
e < ~g~ ju machen, um ju erreid^en, ba^ für „faft olle" u^ 



1 i_ 



<b' 



wirb. 

f^olgetttttg. SBenn lim w„ =» w, lim t?^ « «7 unb u ungleid^ 
5Ruff ift, fo l^at man 



•) Mt u^ feien ungleid^ Slutt. 
K9tu® 197: ftotualetoSIi, 3nflniteftina(te4nuisa- 
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Sn bcr Xat ift 



==: t?- . 



alfo na($ @a| 2 unb 3 



lim — = v • - = - • 

2)ie oben ben)iefenen @ä|e fagen aug, ba^ ber @renin)ert 
einet ©umme gleich ber ©umntc ber ©renjwerte, ber 
©renjwert einer 3)ifferenj gleid^ ber2)iffereng ber®renj= 
werte, ber (Srenjwert eines 5ßrobufte8 glei(| bem 5ßro= 
bult ber ©renjroerte, ber ©rengroert eines Duotienten 
gleid^ bem Quotienten ber ©renjmerte ift (faKs ber^lenner 
biefcS legten Quotienten nid^t Derfd^roinbet). 2)cr ©ummen« unb 
ber 5ßrobuftfa$ laffcn ftd^ leidet für eine beliebige enblid^e 3lnja^l 
oon ©untntanben bjm. galtoren bemeifen. 3- S3. folgt ouS 

lim u^ = u, lim v^ =» v, lim w^ = w 

}unä($ft: 

lim (v^ + w^) >= V + w, lim {v^ ♦ wj = «; . ic; 

unb bann: 

lim K + ^n + O = lim {^« + K + ^n)} 

lim (w„ . v^ . «;„) = Hm {w„ • (t;„ • «;„)} 

^ U ' {v ' w) ^ U * V • w . 

§ 13* (Sine (Klg^ttfr^aft htx xüixmütn fimMxmtn. 

2Bir rootten junäd^ft eine ganje rationale gunftion 

f(x) = üqX"^ + a^x"^-^ + • • • + a„_j a? + a„. 

bctrad^ten. Sft ^i/ ^a /«»/•• • eine S^'^fe'^folge, bie nad^ x Ionoer= 
giert, b. 1^. ift lim a?„ = rc, fo ergibt fid^ ouS ben obigen ©ä^en, bo^ 

lim f(xj - fix) 

ift. SBir nennen eine gunition f{x) für benSBert a?*) ftetlg, 



*) Ober an ber ©teile x. 
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wenn aus hmx^-=x immer lim f(x^ = f(x) folgt.*) ®em= 
nad^ bürfen wir fagcn, ba^ bic gan jcn rationalen gunf tionen 
burd^roeg (b. f). für jeben SBJert oon x) ftetig ftnb. 

S3Uben wxx nun einen Quotienten aus jroei ganjen rationalen 
gunftionen, j. S. auS /"(a?) unb auä 

g(x) « 5oa;«+ b^x-'^ + • • • + 6„_ia; + &„, 

fo crl^alten wir bie rationale ^unftion f(x) :g{x). 3ft x ein SBert, 
für weld^en g{x) nid^t oerfd^roinbet, fo folgt auS lim a;^ = o? 



lim 



9{^n) 9ix) 



®ine rationale gunftion ift alfo für jeben SBert x 
ftetig, ber il^ren 9lenner nid^t jum 9?erfd^toinben bringt. 

©old^e SBerte x, für weld^e eine Munition nid^t ftetig (ober, 
toie ntan fagt, unftetig) ift, nennt ntan UnftetigleitSfteUen ber 
gunition. S)a g(x) l^öd^ftenS für n SBerte oon x oerfd^roinbet, fo 
fyat eine rationale fjunftion nur eine enblid^e Slnja^l oon Unftetig^ 
feitsftetten. 

§ 14. St^ttsk^tt mn sin x^ cos x^ ig x, cot x. 

2luS ber Definition oon sin x unb cos x ergibt ftd^ leidet, ba^ 

lim sin u^ « , lim cos t*„ = 1 

roirb, fattS lim w^ = ift. §icrauä folgt mit §ilfe ber SJomteln 
für cos (x + a?') unb sin (x + x') auf ©eite 8 bie ©tetigfeit 
oon sin X unb cos x für jeben SBert oon x. Sf* nämlid^ lim a?^ = a? 
unb fe^t ntan x^=^ x + u„, fo wirb lim w^ == fein. 3tvin ^ot 
man aber nad^ ben jitierten gormein 

sin x^ = sin x cos u^ + cos x sin u^ , 

cos a?„ == cos X cos w„ — sin a? sin u^ , 
fotglid^ 

lim sin x^ = sin x, lim cos x^ = cos a? . 

aud^ igx = ^ ift überaß ftetig mit SluSna^me ber ©tetten, 

cos X 
*) SBcmi fix) unb g{x) axi ber ©teile x ftetig pnb, fo gilt bag* 
felbe oon nx) + g{x), f{x)-^g{x), m^g(x), ^; im legten 

SaSe mug nur g(x) ^ fein. S^xa ergibt ftd^ aud ben (5fi|en beS § 12. 

2* 
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an meldten cos x Detfd^tombet. cos x rerfd^inbet ober nur für bie 
ungcrabcn Siclfad^cn von ^ (b. 1^. für rc = g'T"' ~Y' " ' * "^^ ^^ 

Ä? = — g, — g-, — 2"' * ' *) * ®^^ ungcrabcn Siclfad^cn Don ^ 

finb alfo bic einzigen Unftctiglcitdftcttcn uon tgaj. 

®bcnfo finb bie SBicIfad^cn Don tc bic einjigcn UnftetigIcitS» 

ftctten Don cota: « 

' sin X 

Sluf bic ©tetigfcit bcr übrigen elementaren fjunftionen fomnten 
wir fpäter ju fpred^en. 

§ 15. ;flltim0t0ne 4F0l$ett. 

©ne golge Wi,t^, Wj, . . . I^ei^t auffteigenb, wenn u^^u^ 
^ Wj ^ . . ., roenn alfo lein ®Iieb größer ift als baS folgenbe. ©ie 
l^ei^t abfteigenb, wenn % ^ w» ^ *^ ^ • • • / ^^^^ ^^f^ ^^^ 
©lieb Heiner ift afö ba8 folgenbe. Seibe Slrten t)on ^Jolgen be= 
geid^net man als monotone folgen. 

@S genügt^ fid^ mit ben auffteigenben folgen ju befd^äftigen^ 
Sft nämlid^ '^i, ^2, «*„... eine abfteigenbe ^olge, fo ift — Wi, 
— 1^, — ^8/ • • • ^^^ auffteigenbe. ®ie ©ä^e über auffteigenbe 
^Jolgen laf[en fid^ bal^er fofort auf abfteigenbe übertragen. 

Sft %, Wj, Wg/ • • • ^iwß auffteigenbe golge, fo fann eS paf^ 
fieren, ba^ fte in einem enblid^en S^^teroatt liegt. SDaS ift ber gall, 
menn ftd^ eine ©rö^e g angeben lä^t, bie atte w„ übertrifft; bann 
liegen nämlid^ alle w„ in bem gnteroaH (u^, g). SBenn eS lein 
fold^eS g gi6t, fo mirb jebe (nod^ fo gro^e) S^^I ^on ,,faft atten" 
w, übertroffen. 5!Ran fagt afebann, ba^ u^ mit junel^menbem n 
über alle ©renjen mäd^ft (nod^ Unenblid^ fonoergiert) unb 
f(^reibt lim w„ = c» . 

3Bir motten unS je^t mit bem g^all befd^äftigen, ba^ cine.ßal^l 
g ejiftiert, bie atte ©lieber ber auffteigenben golge t*i, ««n, w,, . . . 
übertrifft. ®ie fjolge liegt bann in einem enblid^en Snteroatt. ©ie 
l^at alfo nad^ bem SBeierftra^d^en ©a^e eine §äufungSftette u. 
2)iefeS u barf oon feinem u^ übertroffen werben. SBäre j. SB. u^ > u, 
fo lönnten wir eine pofitioe ©rö^e c wäl^len, bie Heiner als u^ — u 
ift. 3jn baS S^teroatt {u — b, u + e) würbe bann nur eine enb= 
lid^e ängal^l oon ©liebem ber golge fatten, weil u^ unb um fo 
mel^r alle folgenben u^ größer als w + c. 2)aS wiberfprid^t aber 
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bcr d^araftcriftifd^en ©igcnfd^oft einer ^äufungSftette. ®S barf alfo 
fein ©lieb bet $olge großer als u fein, ^ätte unfere $olge nun 
jwei §äufungSjteIIen u unb v {v>u),\i> würben, wenn b pofitii) 
unb Heiner afö t? — w ift, in bem ^nteroaH {v — e, v + b) leine 
©lieber ber golge liegen. 2)aä ift aber bei einer ^aufungSftelle 
unmöglid^. Unfere golge l^at alfo nur bic eine ^äufungSffelle u 
unb e8 ift bann, mie wir n)if[en, lim w„ = u. 2)antit ift folgenber 
©a| bcmiefen: 

®ine ntonotoneSa^IenfoIge u^,u^,u^, . . ., bie in einem 
enblid^en Snteroall liegt, ift imntcr lonDergcnt. 

3ft u il^r ©renjmert, fo l^at man u^ ^ u, menn bie golgc 
auffteigenb, unb u^ ^ u, menn fie abfteigenb ift. 

§ 16. etxfpxtlt. 

1. a fei eine pofUioe ®rö^e. SBir motten bie O^te, l^te, 2=te, 
3^te, . . . ^otenj oon a Silben. 2)abur(i^ entftel^t bie ^^olge 

1, a, a\ a*, . . . 
SBJenn a = 1 ift, rebujiert fte ft(^ auf 
1, 1, 1, 1, ... , 
l^at alfo ben ©renjmert 1. 

2Benn a < 1 ift, fo ift unfere golge eine abfteigenbe. 3)a 
pe überbieS in bem Snteroott (0, 1) liegt, fo ift fie font)ergent. $at 
man nun 

fo ift offenbar anü^ 



lim a'*^^. 



SlnbererfeitS ift 

lim a** =« lim (a • a""^) = a • lim a'*~^ , 

alfo 

b^ah ober 5(1 — a) = 

2)a a < 1, fo folgt 5 = 0. 2)amit ift bemiefen: 
lima»«0. (0<a<l) 

SBJenn a > 1 ift, fo mäd^ft ä^ bei junel^menbem n über atte 
©renjen. ®äbe eS nämlid^ eine 3o^I ^/ f<> ba^ immer a" < ^ 
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Bliebe, bann wäre 

(i)">7' 

TDä^renb bod^ (wie mix wiffen) 

lün(|y=0 

ift. 

2. SeDor roir ein weitered Seifpiel bel^anbeln, wollen wir ben 
folgenben $ilfdfa$ beweif en, ben man aud^ }ur @rlebigung beS 
erften SeifpielS benu^en lann. 

Sffienn l+Ä>OunbÄ^O ift*), fo gilt fürn- 2, 3, . . . 
bie Ungleid^ung 

(l+hy>l+nh, 

2Bit benu^en jum Seweife bie fogenannte „»ottftönbige 3n= 
bultion'^ 3^)^^^f^ überjeugen wir un3, ba^ bie Ungleid^ung im 
gatte n = 2 rid^tig ift. S« bcr %ai f)at man 

(1 +Ä)2 = 1+2Ä + Ä*> 1 + 2Ä. 

©obann beweifen wir, ba^bie Ungleid^ung für ben %aU n+1 
gilt, wenn fte für ben %aU n rid^tig ift. !IRu(tipli}ieren wir bie 
al3 rid^tig angenommene Ungleid^ung 

{l + hy>l+nh 

auf beiben ©eiten mit 1 +ä, fo fommt 

(l+Ä)«+i>(l+Ä)(l + wÄ)=l+(n+l)Ä + nÄ», 

alfo 

(l+Ä)»+i>l + (n+l)Ä. 

2ie$t bürfen wir unfern ^ilfsfa^ ald bewiefen betrad^ten, unb 
wir wif[en alfo, ba^ bie Ungleid^ung (1+ä)">1+wä fidler 
gilt, wenn n eine ber Qa^lm 2, 3, 4, . . . ift unb h ben Sebin« 
gungen l + Ä>OunbÄ^O genügt. 

3)iefe Sebingungen ftnb erfüllt, wenn wir vx ber angegebenen 
Ungleid^ung ä =« — -^ feften. 2)ann erl^alten wir aber 



(•-:^)">'-^ 



•) 3)er gatt ift ä=0 ift trlöiaL 
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ober*) 

(n— 1)** (n+1)" n— 1 
^2« > n 

ober enblid^ 

(i + ;^r'<(i + -^)"- (füt« = 2,3,4,...) 
3)arau8 ergibt jtd^, ba^ bie ^olge 

('+f)^(' + 4)'.(' + Tr- 

eine auf fteigenbe ift. 

©e|en toir in unferer Ungleid^ung (1 + ä)" > 1 + nh, roo* 

rin wie Malier n eine ber S^^fen 2, 3, 4, . . . ift, h = ^^rz^ , fo 

finb bie Sebingungen l+Ä>OunbÄ^O erfüllt, unb voix er- 
halten: 

ober, ba 









ift, 






(i+..!_x) >i+i' 


b.^. 






. «+1 




(n-1)" («+!)" -^ « ' 


alfo 





. (>+i^)">('+ir'- (f*»-^M....) 

^araud ergibt jtd^, bo^ bie ^olge 

(.+fr,(i+i)'.(.+i)*,... 

eine abfteigenbe ift. 

3)iefe abfteigenbe golge liegt in bem S^teroaH (0, 4). ©ie 

*) SBir hvmi^tn l^ier, bafe a»— 6» = (a— 6)(a+&)tft. 
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bliebe, bann wäre 

(v)->7- 

to&\)xttü) \>o6) (n)ie voix roiffen) 

lixn(|y=0 

i[t. 

2. Set)or n)ir ein n)eitered 93eifpiel bel^anbeln, n)oIIen n)ir ben 
folgenben $ilfdfa$ ben)eifen, ben man aud^ jur Srlebigung bed 
erften SeifpielS benu^en ifann. 

SBenn l+Ä>OunbÄ^O ift*), fo gilt fürn- 2, 3, . . . 
bie Ungleid^ung 

(1+Ä)">1+«Ä. 

SBir benu^en jum Seroeife bie fogenannte ,,t)offftänbi8e 3n= 
bultion". 3unäd^ft überjeugcn wir unS, ba^ bie Ungleid^ung im 
gaffe « = 2 rid^tig ift. ^n ber %at l^at man 

©obann beroeifcn voix, ba^ bie Ungleid^ung für ben gaff n+1 
gilt, menn jte für ben gaff n rid^tig ift. ÜJlultipIijieren mir bie 
als rid^tig angenommene Ungleid^ung 

(l+hY>l+nh 

auf beiben ©eiten mit 1 +ä, fo lommt 

(1+Ä)«+^>(1+Ä) (1 + wÄ)« l+(n+l)h + nh\ 

alfo 

(l+Ä)»+^>l + (n+l)Ä. 

3e|t bürfen mir unfern $ilf8fa| afö bemiefen betrad^ten, unb 
mir mijfen alfo, ba^ bie Ungleid^ung (1+ä)"> 1+nh fidler 
gilt, xüenn n eine ber S^^Iwi 2, 3, 4, . . . ift unb ä ben Sebin* 
gungen l + Ä>OunbÄ^O genügt. 

3)iefe Sebingungen jtnb erfüfft, menn mir in ber angegebenen 
Ungleid^ung ä = ^ fe^en. ®ann erl^alten mir aber 



n" 



(i-i)"»-i 



•) S)er gatt ift ä=0 ift triöial. 
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ober*) 

n«« ^ n 

ober enblid^ 

(l + ;r^r'<(l + i)"- (füt«=2,3,4,...) 
daraus ergibt jtd^, ba^ bie ^olge 

eine auffteigenbe ift. 

©e|en wir in unferer Ungleid^ung (1 + ä)" > 1 + nh, roo* 

rin wie Kölner n eine ber 3^^!^ 2, 3, 4, . . . ift, h = ^^^tzj ' f^ 

ftnb bie Sebingungen l+Ä>OunbÄ^O erfüllt, unb n)ir er- 
holten: 

ober, ba 

(n— l)«(n+l)" "^ n ' 
alfo 

3)araug ergibt ftd^, bo^ bie ^^olge 

(.+f)'.(i+i)'.(.+i)',... 

eine abfteigenbe ift. 

®iefe abfteigenbe golge liegt in bem 3"ten)aII (0, 4). Sie 

*) SBir benufeen l^ier, bafe a»-6»«(a-&)(a+&)tjt. 



24 I- Sfunltiottcn, ®ren§toertc, 9lcil^cii. 

ift alfo f onictgcnt. S^ren ©renjwert sollen wir mit c bejeid^en: 

(1 \n+l 
_. + -) -e. 



9lun ift 
alfo aud^*) 
rocil 






«/ 



«+1 



9Bir l^aben |e^t eine auffteigenbe unb eine abfteigenbe ^olge, 
bie beibe nad^ c fonDcrgieren. ^ie S^^^ « fpi^lt in bet l^ö^ercn 
SCnalpftd eine roid^tige ^ffe. 3Kan benu^t jtc afö SaftS eine« So- 
garitl^menfpftentd; biefe Sogaritl^men l^ei^en bie natürlid^en 
Sogaritl^men; ber natürlid^e Sogarill^muS einer S<^^ ^ ift «Ifo 
biejenige 3^^! y, weld^e bie ©leid^ung e^ ^ x erfüttt. ®rft fpäter 
werben n)ir einen bequemen SlBeg jur angenäl^erten Sered^nung t)on e 
pnben. 3^|t roiffen mir nur, ba^ e jroifd^en 



(. + l)-„»(x+l)- 



liegt. SDicfe S^i^Ien finb ober für gro^e SBerte t)on n unbequem 

ju bered^nen. 9luf 6 ^ejimalen bered^net mirb e gleid^ 2, 718 281. 

©enlen mir unä, ba^ ber 3w3fu^ 4 ^rojent beträgt unb ba^ 

nid^t erft nad^ einem ^cfyc, fonbcm f d^on immer nad^ ~ ^af)x bie 

3infen jum Äapital gefd^Iogen unb mit t)erjinft werben. 1 5IRarI 

mäd^ft bann in -i- Sal^r ju 1 + -^ , in 1 Sal^r ju (l + ^"^ 

3Ratt unb in 25 Salären ju 

Saffen mir n unbegrenjt junel^men, fo f onoergiert biefe ©umme 
gegen e äHarf. 1 SWarf mäd^ft alfo in 25 ^a^xen ju e 3KarI an. 



*) 9Bir benu^en l^ier ben @a^ t)om (Sirenjtoert einei^ üuotienten. 



»cifpiele für ^rettjtocrtc. 25 

rocnn fojufagen in jcbcm äugenblitf bic 3i«f«^ J^wi Äapilal gc« 
fd^Iagen unb mit Derjinft tDerben unb ber Bii^^M ^ ^rojent be^ 
trägt. ®tcfc Scbcutung ffat bie 3^^! «• 

3. Oj, 0,, a», . . . fei eine ^olge pof itit)er S^i^Ien, bie nid^t 
ganj ju fein iroud^en, unb c« fei lim a„ = oo *). 

3ßir xDoUtn bie ^olge 

('+y'.('+F*-^+i)'--- 

unterfud^en. 

p„ fei bie g^^öfete ganje 3ä^I/ bie Heiner ober gleid^ a^ ift. 
^ann l^at man, meU 

aud^ lim f'^ «= 00 . Slun ift aber 

('+i:VT)'-<('+.-)*-^('+^)'- 

unb um fo mel^r 

3)a 

(. + _i_)- „,(, + !)-, 

untet m eine ganje ßdSjH oerftonben, (ei unenbUd^ junel^menbent m 
nod^ e lonoergieien, weil jte g(eic^ 



M 



w + 1 



finb, fo liegen biefe ©rö^en „faft atte" jroifd^en c — « unb 6+6. 
3)af[elbe gilt alfo, meil lim f'^ «= oo ift, aud^ oon ben ©ro^en 



*) %ad bcbcutct, bag jebe Sa^I g t>on „faft allen" o« über* 
troffen toirb. 



26 I- gttttfHoneti, ®retta»crte, SRcil^en. 

tnttl^in aud^ Don bcn ©rö^cn 

®a bieg für icbcS pofttioc s jutrifft, fo ift 
lim fl + i-V"««. 

4. b^, h^,h^, ... fei eine ^olge nt%ativtx S^l^Icn (^on 
benen feine glcid^ — 1 ift) unb eS fei lim ft^ = — oo *). S)ic 6„ 
braud^en nid^t ^anit 3<^^(^n }u fein. 

SlBir TOotten bie ^Jolge 

bettad^ten. ©e^en n)ir fe^ = — (1 + a„), fo n)irb 

(i+ö"-CTFrr""-('+4r-('+4)- 

alf 0, ba lim a„ =« cx> ift, 

2ltteS in attem fönnen wir fagen, ba^ ^1 + — j bem ©renj« 

n)ert c juftrebt, wenn cd itgenbroie (b. 1^. irgenb eine golge burd^= 
laufenb) nad^ oo ober nad^ — cx> Iont)er8iert. @8 itnü^t fogar, 

ba^ |(ö| nad^ oo fonoergieri ©e|t man -- = ä, fo lonoergiert ä 

(ol^ne jemafö felbft null ju werben) nad^ SRuII unb man l^ot 

lim {(1 +Ä)'*J =c. 

5. SBir wollen a> 1 annel^men unb bie ^olge betrad^ten: 

a; a^; a^, . . . 
©e^en wir 

f ift &„ > unb 

(nad^ ber in 9lr. 2 beroiefenen Ungleid^ung). 

♦; b. 1^. lim (— .5n) = «. 
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^icrau« folgt ober 

6„ < ^^^^ unb lim 6_ = . 
aJlitl^in ift 

JL 
lim a» «=» 1 . 

^t man 0< a <1, fo roitb ~>l,mitl^mlim(— j** = 1, 
i_ 
alfo aud^ roicbcr lim a** = 1. 

SmtJallc a>l iftbicgoIgca,a* a », . . . abftetgcnb, im ^oHe 
< a < 1 oufftcigcnb. gn gattc a = 1 lautet ftc 1, 1, 1, . . ., unb 

es ift aud^ l^ict lim an « 1 . 

SBir roottctt jc$t a > 1 annel^men unb unter ä^, ä,, Äj, . . . 
eine ^olge pofiticer S^^^ «^^ bem ©renjmcrt oerftel^en, fo ba^ 

alfo lim Ä, = ift. ®ie ganje ßol^I p fei fo gcroäl^It, ba^ a" < 
1+6 ift. ®a es nur eine enbüd^e änja^I oon h^ gibt, bie ber 

ttngleid^ung h^ ^ —genügen, fo werben bic ®rö^en a*" „faft alle" 

ben Ungleid^ungen 

1 <a~<a''<l+fi 

genügen. S)a8 bebeutet aber, ba^ lim a** «= 1 ift. 2)er gatt 
< a < 1 erlebigt fid^ n)ie oben. 35eftel^t bie nac^ 3lutt fonoer* 
gierenbe fjolge ä^', ä,', Äj', . . . au8 lauter negatioen ©liebem, fo 
fe|en n)ir V = — ä„. 3)ann ift ä„ > 0, 

a »* =— .- unb lim a * = 1 . 

SBir feigen, baft a* (a > 0) immer bem ©renjmert 1 juftrebt, 
wie aud^ h nad^ SRuD lonoergieren mag. 

2luf ©runb biefed ©rgebniffeS fmb mir imftanbe ju bemeifen, 
ba^ bie gunition a* burd^meg ftetig ift. ^at man nämlid^ 
lim ir„ =" a? unb fe|t man x^ = x + \, fo ift lim ä„ — 0. 3lun 
mirb aber 

lim a*» == lim (a* • a*») = a* lim a*» = a*. 

®amit ift bie ©tctigleit oon a* an ber ©teile x bemicfen. 



28 I. Sfunftionen, Orcnjtoerte, Sleil^en. 

S)tc gunftion y = '»loga? bcpniertcn wir burd^ bic ©leid^ung 
oi}' = flj. ffiir rooUcn, n)tc c§ üblid^ t[t, bic SaftS a größer afö 1 
anncl^men. 68 fei nun lim a;„ = a? unb attc x^ grölet (Heiner) 
afö a;*), folglid^ bie jugcl^örigen Sogoritl^men y^ großer (Heiner) 
als ber Sogoritl^uS y con x**\ ffienn eS xwx\, unenblid^ t)ielc 
y« Ö^be, bie größer afö y + f (Heiner afö y — «) ftnb, fo wären 
bie entfpred^enben x^ größer afö a»'+* (Heiner oIS a*'"*)/ ^^^ wegen 
liina;^« a; unmöglid^ ift. ®ie gunftion '»loga? i[t alfo für jjeben 
pofitioen ÜBert t)on a; ftetig. 

6. Äj, Äg/ *8' • • • f^i ^i^ß S^^'^I^'^föIö^ wiit bem ©renjroert 0, 
es fei alfo limÄ^ = 0. fjerner fei a > 0. SBir bilben bie golge 

a*x-£ g^-i «*»-! ...»*»N 

®e$en wir 

a*" = 1 + €^ 

fo ift, wie wir wiffen lim f„ = 0. S)urcl^ Sogaritl^mieren ergibt ftd^: 

Ä,loga-=log(l + £j; 

wir wotten afö 35aft8 bie 3ö^I « Benu^en, alfo mit natürlid^en 
Sogarill^men operieren; log bebeutet bemnad^ fomel wie Mog. 
9la^ biefen Vorbereitungen wirb 

a**» — 1 *n log a log a 

logi(l + *„)*«| 
unb wir erl^aUen 

hm —^ = loga j j-y = log a. 

limlog|(l + s„)^;) 

^ierju l^aben wir benu^t, ba^ (1 + aj*" ben ©renjwert e 

l^at unb ba^ loga; oxi ber ©tette a? = c ftetig ift. 

SEBir l^aben alfo ben folgenben ©a|: 
^h ^ 

— r — (a > 0) ftrebt bem ©renjwert log a (natürlid^er 



*) ®8 genügt lold^e gfolgen ju betrad^ten. 
•♦) a; uttb bie jdmtlld^en Xn feien pofitit). 
*♦*) SBir fd^Ueftcn au«, baft irgenb ein ä« gletd^ SiJulI ift. 2)attn 
flnb aud^ atte sn ungleid^ 9htII. 
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Sogaritl^mud t)on a) ju^ tDenn A irgenbtote nad^ !RuII Ion- 
ücrgicrt (ol^nc fcttft bcn SBett SRutt anjund^mcn). 

9ßir l^aSen l^ier ein (praltifd^ aOerbingS toenig braud^Sared) 
ÜRittel }ur Sered^nung ber natürlid^en Sogantl^men getDonnen. 

7. Äi, Äg, Ä,, . . . fei eine golge pofiiioer ©rö^cn mit bem 

©renjroett 0. SBit tooUen onnel^men, ba^ jte olle Keiner als j 

finb, alfo Heiner aU ein SSiertel t)on bem Umfang beS (Sinl^eitd^ 
freifeS. 

3n gig. 7 ift ber ®inl^eit8frei8 bargeflettt. ®er Sogen Ä P„, ben 
n)ir ftarl gejeid^net l^aben, foK gleid^ ^. fein. 
X^P^ ift bann gleid^ sinÄ^, OX^ gteid^ 
cosÄ^, ebenf -4T^ gleid^ tgÄ„ . 3)er ^läd^em 
inl^alt be8 Äreiäfeftorä ÄOP^ Der^ält fid^ 
ju bem Snl^ölt « beä ©inl^eitSfreifeS mie ber 
Sogen Ä„ JU bem ÄreiSumfang 2jt; er ift 

olfo gleid^ ^h^. SJaSS^reied 0J5^P„l^atben 

Snl^alt 2^cos Ä„ sin ä„, ba§ 3)reietf OÄT^ ben 

Snl^alt Y*gÄ«- S5<^ i>«^ Äreisfeftor offenbar größer als ba§ erfte 
unb fleiner als baS jmeite 3)reietf ift, fo l^aben mir 

1 1 1 ßii^ Ä„ 

3)it)ibiert man burd^ ^^sln ä„, fo ergibt ftd^ 

cos Ä. < . , 

*• am h^ 
alfo 

1 




C08Ä„ 



!Run ift aber 

lim cos Ä. 



> 



sinÄ. 



> cosjl 



lim 



COBÄ^ ^f 



folgUd^ aud^*) 



lim 



sinÄ. 



♦) SBeutt lim i*„ = lim w„ = c ift unb v^ beftdnbig jtoifiä^en u„ 
unb Wn liegt, fo ift aud^ lim v^ = c. 3n ber 2:at liegen ,,faft alle" 



30 I. guttftionen, ®rcnjttcttc, Stetigen. 

— . Bin ( — x) sinx .- - -5,, . c» «* ü 

3)a — ^^ — - = ift, fo tonnen wxx bic SBorauSfclung, 

ba^ atte ä„ pofitii) ftnb, fallen laffcn unb l^oben fomit folgenbes 
SRefuUat: 

—j— ftrebt bcm ©renjroert 1 ju, wenn ä irgenbwie 

nad^ JluII f onoergiert (ol^ne fcI6ft ben Sffiert 3luff anjuncl^mcn). 

§ 17* ütnenWtj^ie Änlfen tm ÄUgeuiietnen* 

SSßenn eine beliebige Sö^I^^f^Iö^ **i/«^/«8/ • • t)ornegt, fo 
lann man auS il^r eine neue ^olge bilbcn, inbem man juerft u^ 
l^inf einreibt, bann u^ + ii^, bann % + Wj + Wj ufro. ©e|t man 

«n = % + ^2 + • • • + ^«/ 
fo lautet bie neue golge 

^1/ ^8/ ^8/ • • • 

@8 fann fein, ba^ biefe golge font)ergent ift, ba^ alfo s^ 
einem ©renjroert s juftrebt. SBenn bieä ber gaff ift, fo fagen n)ir, 
ba^ bie unenblid^e Sieil^e 

^1 + ^2 + ^ H 

fonoergent ift (Iont)ergiert) unb bie ©umme s l^at, unb wir 
f einreiben: 

s^u^ + u^ + u^-i 

SBenn bie golge s^, s^, s^, . . , nid^t fonoergent ift, fo fagen voiv, 
ba^ bie unenblid^e SReil^e Wi + Wg + Wg + • • • bioergent ift 
(bioetgiert). 

^1/ ^8/ ^8/ • • • nennen wir bie ^artialfummen (s„ bie ««te 
5ßartialfumme) ber unenblid^en Steige. 

Sluä ber 3)eftnition ber Äonoergenj ergeben ftd^ unmittelbar 
folgenbe ©ä|e: 

1. SBenn Wi + w» + w» 4 fonoergent ift, fo ift aud^ 

Wy + Wy+i + %^2 H fonoergent unb uwgelel^rt. 

2. ffienn «j + «^ + «*8 • • • lonoergent ift unb bie ©umme s 
l^at, fo lonoergiert aud^ bie S^ei^e 

i*„ unb „faft atte" w„ jttifd^cn c — s unb c + s. golgltd^ gilt bcS 
aud^ oon ben v„ unb ^toax für jebeiS ))o{itU)e s. 2)ad bebeutet ober, 
hai lim Vn'^e ift. 
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unb l^at bie @umme s. @8 folgt n&mlid^ auS lim^^ » 9^ bo^ aud^ 
bic golgc 

nad^ 5 Iont)ergiert. 

3. SBcnn 

5 — Ui + llj + tIsH , 

a« =» awj + fliij + awj + • • • 

4. 35ei einer lottDergenten SReil^e mu^ lim«^ == fein; benn 
man l^at lim s^ = s, lims„_| — 5, foIgR^ 1"»^ (*« "" *n-i) 
= lim u^ =» 0. 

2)ie SSebingung limu„ » ift übrigens für bie Aonoergenj 

ber Steige u^ + u^ + t^-i jwar notroenbig, aber feine8= 

roegd {|inreid^enb. 2>ag jeigt und bad 93eifpiel ber fogenannten 
l^armonifd^en Steil^e 

i + i + l- + \ + '-- 

$ier ift %^ -, alfo lim«^ =- 0. S^ro^bem fonüergiert bie 

Stetige nid^t. 

3n ber %at ift bie Summe ber 2«— 2«-^ = 2«-^ ©Heber 
11 1 



größer afe 2-^. ^„=»^ 

Summiert man bie q erften ©ruppen biefer ärt (n = 1, 2, . . ., q), 

f erl^ält man eine ^artialfumme ber Sleil^, bie größer ift ate -^q, 

eine Qa^, meldte mir beliebig gro^ mad^en lönnen. 
5. @8 fei 

unb 

Sann ift 

s + t^u^ + Vi+u^+v^ + u^ + v^-\ 

3« ber %(d lautet bie 2»5te 5ßartialfummc s^ + t„, bie 
(2w— l)ste 5„ + ^« — 1^„. S3eibe !ont)ergieren offenbar nad^ s + t. 



32 I. Sfuttftioncn, ®ren§tocrtc, ^^m. 

®6ettfo ift 

s — ^=-% — t^i + ws — vj + w, — VjH 

§ 18. Mfvitlt. 
1. ®ic geomctrifd^c Slcil^c*) 

l+q + q^ + q'+-' 
ift für g = 1 nid^t lowetgcnt, weil «^ =- w über aHc ©rcngen 
TOdd^ft. 3ft g ^ 1/ f^ 6cnu|en wir, ba^ 

5n=l + « + «' + •• • + «""'. 



folfllid^ 
alfo 



s^l - g) == 1 - g«, 



» 1 — g 1 — q 1 — q 

ift. 3m ^attc |g| > 1 n)ä# |5^| über aDe ©renjen, s^ l^at dfo 
feinen ®renjn)ert. ^m %aiit \q\<l bogegen ift lunq'^^O, 

mxtffxn i 

lims^ = 

« 1 — q 

SBenn g = — 1 ift, fo finb s^, s^, 5«, . . . atte gleid^ SRuH, 
«1/ «8/ «6/ • • • öUe gleid^ 1. S)ie ?folge s^, s,, ^j, . . . M «Ifo 
ixot'x ^äufunggfteOen. 

•) SKan bejcid^net fo aud^ bte allgemeinere 9leil^e a+ag[+ag*H — 
@ine geometrifd^e "Sttx^t \p\t\i bei bem berül^mten @o|)bii8nia be3 geno 
t)on @Iea eine Flotte: SCt^iUe« verfolgt eine ©d^ilolröte unb fann 
12 «mal fo fd^neU laufen a\& fte. ^ie Sd^ilbfröte bat ^u Anfang einen 
SSorfprung oon 1 ©tabion. SEBäl^renb ^d|i]IeiS biefe @trede bnrd^läuft, 

legt bie ©d^ilbfröte — ©tabion }urüdt; tl^r 16orf))rung beträgt bann alfo 
— @tabion. $at ^d^ißoS aud^ biefe @tredEe burd^laufen, fo ift ber 

12 

S5orf|)rung ber ©d^ilbtröte nod^ (— j ©tabion u. f. f. Slc^itte« l^olt bie 

©d^ilblröte alfo niemals ein, fagt 8eno. Sn SSirflid^frit ^olt er fie 

1 /i*' /i\' 
ein, nod^bem er bie ©tredfe s = 1 + — + \—\ + f -J H ©tabien 

jurüdCgelegt l^at, b.l^. l—Stabien. 
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®ic gcometrifd^c Slcil^e l+q + q^ + q^-\ Ion« 

vex^xtvi nur, wenn |g| < 1 ift, unb man l^at in biefcm 

_±_ » 1 + g + gS + ^3 + . . . 

2. (Sine Steil^, beren ©lieber a6n)ed^felnb pojttit) ttnb negatio 
finb, l^ei^t eine alternierenbe Steil^e. @ine fold^e Steil^e l^at 
bie %ovm 

»1 — «2 + «8 "" ^4 + ' • •/ 
unb bie a jtnb aOe pofitio. 

(Sd gibt gemiffe alternierenbe Steigen, beren Jtonoergenj man 
fel^r leidet beroeifen lann. S)a8 pnb biejenigen, bei roeld^en 
<^if <hf ^' ' ' ^^^ ^^^ 3lutt fon^ergierenbe abfteigenbe golge ift, 
alfo 

^1 ^ ^ ^ ^8 ^ • • • W^^ lim a^ = 0. 

SBenn man bie ^artialfummen 

«1 = Ol, 5^ = aj — a^, «8 = «1 — «2 + ^/ • • 

,burd^ fünfte auf ber ÖÄ^knlinie , > ^ . ^ 

borftellt, fo bemerlt man, ba^ biefe 5 VWZ ^f 

5ßunfte fo liegen, mie eS gig. 8 an- m- ». 

beutet, ^am^ bilben 

^1/ ^8/ %/ • • ^ii^c auffteigenbe, 

^2/ ^4/ ^6/ • • • ^^^^ abfteigenbe 

^olge unb beibe folgen liegen in bem S^terooII (5,, s^). ©ie finb 
alfo beibe fonoergcnt, unb ba 

folglid^ 

lims,^_i — lini52„ =« limflg« = 

ift, fo l^aben fie beibe benfelbcn ©renjmert s, SDie SReil^e 

«1 — «2 + «8 

ift ba^er lonoergent unb ^at bie @umme s. 3lSe s^ mit ungerabem 
Snbej finb größer als s, alle mit gerabem Snbej Meiner als s, 
Slel^men mir alfo jroei aufeinanberfolgenbe ^artialfummen, fo liegt 
s jmifd^en il^nen. 

Z9ttt(& 191: StotoaUtolti, ^nfinitefliitalted^nttng. 3 



34 I. Suttitiottett, ®rcnsttertc, SRcil^cn. 

§ 19. Hernien mit )i0rtturien fSlxthttn. 

SBcnn attc ©lieber einer unenblid^en Sleil^e pofitit) fmb, fu 
bilben bic 5ßartialfummen eine auffteigenbe ^olge. ©obalb man 
fid^ alfo überjeugt f)ai, ba^ s„ beftänbig Meiner bleibt ate eine fefte 
3öl^I g, ift bie ÄonDergenj ber Sleil^e gejtd^ert; benn 5^ l^ot aföbann 
einen ©rengroert s. 

Siegen j^ei Sleil^en mit pofitit)en ©Hebern t)or 

Wi + ^2 + Mj H unb v^ + v^ + v^-\ 

unb finb bie ©lieber ber erften Heiner ober gleid^ ben 
entfpred^cnben ©liebern ber gleiten, alfo 

«l^«^l/ Wj^^'s/ ^9^^S^' •/ 

fo folgt aus ber Äonoergenj ber jn)eiten Sleil^e bie ber 
erfien, unb rotnn bie erfte Sleil^e bioergiert, fo bioergiert 
aud^ bie ivotiit, 

SDiefe einfache Semerfung benu^en n)ir jum Semeife beS 
folgenben ÄonoergenjIrileriumS, roeld^eS oon b'SlIembert l^errül^rt. 

Sine unenblid^e SReil^e mit pofitioen ©liebern 

Wj + Wg + 1*8 H 

ift lonoergent, menn e8 eine S^i^I q gibt, bie Heiner als 1 
ift unb ,,faft alle" ©lieber ber ^olge 

^ ^8 ?i* . . . 

übertrifft. 

SBenn bie ©lieber biefer ^olge Ja^i alle" größer 
ober gleid^ 1 finb, fo fonoergiert bie Sleil^e nid^t, meil 
nid^t einmal limw^ = ift. 

3m erften ^atte befte^en mit einer enblid^en Slnja^l oon SluS- 
nal^men bie Ungleid^ungeii 

~^<q. (n== 1,2,3,...) 

n 

3ft V — 1 ber größte unter ben SluSnal^meinbijeS, fo l^aben mir 
folglid^ 

2luS ber Äonoergenj ber Steige u^ + q% + q^u^ H folgt 
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auf ®runb ber obigen Semerlung bic bet Stetige 

^v + ^r + l + Wr + 2 + • • •/ 

alfo aud^ bic bet Sleil^c u^ + u^ + u^-\ 

3m jmeiten %aUt beftel^en mit einet enblid^en Slnjal^l »on 
9(u3nal^men bie Ungleid^ungen 

^'^1. («=1,2,3,...) 

3[t miebet v — 1 bet gtö^te bet Äuänal^meinbijeS, fo l^at man 

folfllid^ 

2)a8 mibetfptid^t bet ftit bie Äonoetgenj notmenbigen Se= 
bingung limw^ = 0. 

SBenn — — einen ©tenjmett l f)at, fo ifl bie Steige 

Wl + Wj + «8 H 

im ^olle l < 1 fonoetgent, im ^atte l > 1 abet nid^l; jte Ion* 

oetgiett aud^ nid^t, menn lim = cx> ift. SBäl^It man nämlid^ 

im etften gatte s fo Hein, ba^ g = ? + « aud^ nod^ f leinet afe 1 
ift, im jmeiten %aUt e fo Hein, ia^l — s aud^ nod^ gtö^et als 1 ift, 

fo jtel^t man (ba „faft alle" -^^^ jmif d^en l — smil + s liegen). 



ba^ im etften %aHe bie Ungleid^ungen -^^-^ < 1 im jmeiten (mie 



n + l 



im btitten) gaffe bie Ungleid^ungen — — > 1 mit einet enblid^en 
3(n}a]^I oon Sludna^men gelten. 

Wi + ^2 -h Wj H fei eine SRei^e mit pof itiocn ©Hebetn, ebenfo 

f 1 + t;^ + t^s + • • • 35eibe mögen biefelben ©liebet entl^alten, 
nut in oetfd^iebenet SCnotbnung. ®ie jroeite 9leil^e foQ alfo auS 
bet etften butd^ eine getoiffe Umotbnung bet ©liebet entftanben 
fein. 3)ie etfte Steige fei lonoctgent unb |abe bie Summe s. SBit 

3* 
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tDoKen (emeifen^ ba^ aud^ bte }tt)ette Stetige Iont)ergtert unb bie 

©ummc s l^at. 3« i^i>^ 5ßartialfummc tf^ t)on Vj + Vg + t78 H 

gibt cS eine größere 5^, in «i + w^ + t'g H 3Ran braud^t 

nur n fo gro^ ju roäl^lcn, ba| in 5„, bic ©lieber v^, v^, - - -, v^ 
alle PorJEommen. 3!)a bie fonft in s^, nodj^ auftretenben ©lieber (wie 
überl^aupt alle ©lieber) pofitit) fmb, fo.^ot man 5^, ^ tf^, folglid^ 

aud^ 5 > a^. hieraus jiel^t man, bo^ bie Steige v^ + v^ + v^-] 

lonDergiert, unb roenn wir mit a il^re ©umme bejeid^nen, fo folgt 
aus 5>tf„ nod^ s^o, SSertaufd^t man jeftt bie SRotten ber beiben 
Sleil^en, fo finbet man c'^s. ®d ift bal^er 5 =- <y. 
SBir l^aben alfo ben folgenben @a^ gewonnen : 
SBenn man in einer fonoergenten Sleil^e mit pofi* 
tioen ©liebern bie ©lieber beliebig umorbnet, fo bleibt 
fie lonoergent unb bie @umme ber Sleil^e bleibt biefelbe. 

§ 20. Mfnlnt Imtntxitntt Kd^eti. 

3!Han lann ftd^ leidet überzeugen, ba^ bie Jlonoergen} oon | u^^ \ 

+ I **« I + I ^ I H ^i^ Äonoergenj oon w^ + «*, + Wj + • • • 

nad^ fid^ jie^t. (2)ie u finb je^t nid^t me^r atte pofttio.) 

3n ber a:at ift 

3llfo finb bie SRci^en 



unb 






<*i I -^1 _4_ I ^« I - ^8 , I ^s I — ^S _J_ 



lonpergent, folglid^ aud^ bie burd^ ©ubtraftion entfte^enbe Steige 

«*i + «<i + ^ H 

3Ran nennt eine Steige u^^ + u^ + u^ + - - - abfolut !on= 
üergent, xoenn bie SReil^e | «^i | + 1 «*2 1 + I **3 1 H lonoergiert. 

Umoxhtmn^ (et ®Ke&er. 

@ine abfolut lonpergente 9leil^e lann man, mt mir eben be^^ 
merlten, immer ate Differenj jmeier lonpergenter Steigen mit pofi^ 
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tit)cn ©liebem barftcllca 3Ran fcftt*) 






3)ann finb, wie roxt roiffcn, bie Sleil^en v^ + v^ + v^ + - - -, 
»1 + «^2 + «^8 + • • • lonpcrgent unb ^aben fein negaÜDeS ®Kcb. 
gerner ift 

alfo ttj + tij + Wj H bie ©ifferenj ber SRei^en v^+v^ + v^-\ 

unb w^ + w^ + tv^ + . . . eine Umorbnung ber ©lieber r>on 
«*! + Wj + W3 + • • • lä^t ftd^ jcfet baburd^ erreid^en, ba^ man bie 
cntfpred^enbe Umorbnung in ben beiben Sleil^en v^-\-v^ + v^ + '-' 
unb Wi + w^ + iv^ + ' " oomimmt. 3)abei bel^alten fte aber il^re 
Jtonpergen} unb i^re @ummen. ^agfelbe gilt mitl^in von ber SReil^e 
«*! + tt, + Wj H- • •, unb xoix l^aben bamit ben folgenben ©aft ge= 
n)onnen: 

3Benn man in einer abfolut lonvergenten Steige bie 
©lieber beliebig umorbnet, fo bleibt jte lonoergent unb 
bie Summe ber SReil^e bleibt biefelbe. 

3Bir betrad^ten junäd^ft jmei lonpergente Steil^en mit pofitioen 
©liebem 

«1 + % + «3 H w*^i> ^i + h + h-\ 

3)ie w=te ^Partialfumme ber erften l^ei^e Ä^, bie ber jweiten JB„; 
bie ©umme ber erften Sleil^c fei Ä, bie ber jroeiten B. 

Setrad^ten mir bie SReil^e 

«1 5, + «1 &a + «2 ^1 + ^1 ^3 + «2 ^2 + ^3 ^1 + • • • / 
fo fommen barin alle ^Probulte vov, bie ftd^ aug einem ©lieb ber 
erften unb einem ©lieb ber jmeiten Steige bilben laffen. 3)iefe ^xo- 
bulte finb in ber SBeife georbnet, ba^ bie ©umme ber SnbijeS ber 
galtoren juerft 2, bann 3, bann 4, ... ift. S)ie ^Probulte mit ber 



♦) ©tu man l^oben, bag feine ber ©rögcn v^ unb w^ öerfd^tütnbet, 
fo fe|e man ettt^a 

©*• I ^« I + w« /IN** h^« I — ^« 
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3nbijcSfummc w + 1, alfo %&„, a^K-y • • •/ ««-i^/ %h^ P»^^ 
fo gcfd^ricben, ba^ bcr ^nitjc üon a roäc^ft. 

SicJ^mcn n)tr irgcnb eine ^arttalfumme S^ ber SRei^e % Jj + aj^g 

+ «2^ H / fo läfe* f^^ ^^^ S'^i^^ f* fo tüä^Ien, ba& i^^ < ^^.i^^ 

i[t.*) daraus folgt 

S,<ÄB. 

3)te $arttalfummen ber Steige Oj^^ + a^ftg + ^^i + • • • 
fmb alfo äffe Heiner als Jli?, mitl^in ift bie SReil^e lonoergent. 
3f|re ©umme »offen wir mit S Bejeid^nen. 5Rel^men wir jeftt baä 
sprobult Ä^B„, fo lä^t ftd^ ber gnbej v fo roä^Ien, ba^ Ä„B^ < 5^ 
ift.**) daraus folgt 

®ie Ungleid^ung S^<ÄB jeigt, ba^ Ä (bcr ©renjroert Don 
S^) nid^t größer alä J.J9 fein lann, bie Ungleid^ung Ä^B^ < Ä, 
ba^ AB (ber ©renjroert üon -ä„i?J nid^t größer als 8 fein fann. 

eg ift folglid^ S = AB. 

3!)a bie Sleil&e a^b^ + a^b^ + a^b^ + - - • auö lauter pofi= 
tiücn ©liebem befte^t, fo bürfen wir biefe ©lieber beliebig umorbnen^ 
o^ne ba^ ifire ©umme fid^ änbert. 

Seftt feien 

««1 + t^2 + <*8 H «"*> «^1 + «^2 + *3 H 

jmei abfolut lonoergente Slcil^en mit ben ©ummen s bjm. t. 
SEBir miffen, ba^ fid^ eine abfolut fonoergente 3leil^e immer alä 55iffe= 
rcnj üon jmei fonoergenten Steigen mit pofitioen ©liebem bar= 
fteffen lä^t. 

% + «^2 + ^3 + • • • f^i i>i^ ©ifferenj ber 3leil^en 

«1 + «2 + «3 H unb &i + &2 + ^3 H 

mit ben ©ummen A unb ^, alfo w„ « a„ — 5^, 5 = -ä — JB. 

ebenfo fei t^i + t?2 + ^3 H ^^^ SDifferenj ber SReil^en 

q + Ca + ^3 H unb d^ + d^ + d^-{ 

mit ben ©ummen C unb D, olfo «^^ == ^« ~ ^«/ ^ = ^ — -ö- 



♦) SBenn ft genügenb grog ijt, fo fommen in bem auiggered^neten 
«ßrobuft A^B^ fidler alle (^lieber t)on S^ öor. 

**) aScnn V genügenb grog tft, fo fommen in S^ alle ©lieber be« 
auSgered^neten ^ßrobulte« A^B^ üor. 
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3tai) bem D6tgen \)at man: 

ÄC ^ a^c^ + a^c^ + a^Ci+ " ' , 

AB = a^d^ + a^d^ + a^d^ H , 

BC = \c^ + \c^ + \c^^ , 

BD^\d^+\d^ + \d^+''^, 

st^AC+ BD — BC — AB -=^ u^v^ + u^v^-\- u^v^-\ , 

Ojq + \d^ — \c^ — a^d^ = (a^ — h^) {c^ — d^) — ti^t?! 

ift uftt). 

3)ie Stetige red^td ift nid^t nur Iont)ergent, fonbem auä) a6= 
folut fonocrgcni 3!)aS affgetncine ©lieb in bcr lonDcrgcntcn 
Steige, bic man ^x AC + AB + BC + BB erhält, b. \). 

ift nämlid^ größer als ber Setrag t)on m^v^, weil | wj < a,+ 6^ 
unb |t;t|<c,+ (?4. 

SWan borf bafier in bcr Slci^c u^v^ + «jv^ + t/,t;i H bic 

©lieber beliebig umorbnen, ol^nc ba^ fie aufl^ört ju lonpcrgiercn 
unb bic Summe st ju l^aben. 3Bir \ahtn alfo folgenben @a^: 

««1 + Wg + **8 + • • • ^'^^ t'i + «^3 4- «'s + • • • feien aB= 

folut lonücrgent. s fei bic ©ummc ber crften, i bie ber 
jmeiten Sleil^c. Silbet man eine SReilie, beren ©lieber bie 
fämtlid^en «Probufte u^v*) finb (i « 1, 2, 3, . . .; ä = 1, 
2, 3, . . .), fo ift biefe Steige abfolut lonpergent unb l^at 
bie ©ummc st. 

8eif|iiel. SEJir mijfen, ba^ bie Steige 
unter ber Sebingung | g | < 1 abfolut lonoergent ift unb bie ©ummc 



(l^j 



♦) Qebe« nur einmal öorfommenb). 
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I. gutiltioiten, ©rcnjtocrte, Slcil^cn. 



Die ©lieber u^v^ lauten ^ier 

1/ 3, <l\ g^ 



@S ift alfo: 

9KuItipKjieren wir biefe (abfolut fonpergente) 3lcil^e nod^ ein= 
mal mit 1 + g + g^H , fo ergibt ftd^ eine Steige für (izr; ^ff- 

3)ic geometrifd^e SReil^e gel^ört ju ben fogenanntcn^otenjreil^en. 
Sine 5ßotenjreil^e ift eine SReil^e, beren ©lieber bie fuljeffioen 
^Potenjen einer S^^^ ^ P"i>/ 1*^ ^^ einem ^aftor oerfel^en. Sine 
fold^e 9leil^e l^at alfo folgenbe ©eftalt: 

«0 + %^ + «2^^ + cc»^^-^ 

3)ie Gq, a^, a,, . . . I^ei^en bie Äoeffijienten ber ^otenj* 
rei^e. 93ei ber geometrifd^en Sleil^e l^aben fie aKe benfelben SBert. 

SBenn eine ^Potenjreil^e vorliegt (b. 1^. il^re Äoefpjienten bc* 
lannt ftnb), fo lann man fragen: gür meldte SBerte t)on x ift 
bie Sleil^e fonoergent? ®iefe SBerte bilben ben Äont)ergenj= 
bereid^ ber Steige. 

®8 gibt ^Potenjreil^en, bie für alle SBerte oon x Iont)ergieren. 
3)a8 jtnb bie fogenannten beftänbig Iont)ergenten ^otenjreil^en. 
@ine fold^e Steife ift bie folgenbe*): 

■^^11^ 21 ^ 31 ^ 

Sejeid^nen wir bie ©lieber mit w^, t*,, Wj, . . ., fo wirb 



n + l 



\_X\ 

n 



♦) n! ijt boi? ^robuft ber n gol^Ien 1, 2, . . ., n. 



^otenjteil^en. 
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®ä ift foIflRd^ lim 



n + l 



0, unb roir lönncn auf ®runb 



bcä b'SlIcmbertfd^cn ÄritcriumS (pg^. ©. 34) fd^Iic^cn, ba^ 
l^l + l**al + l^l + '*' lonoergiert. Die betrachtete 5Potett}= 
teilte ift alfo für jeben SBert t)on x abfolut !ont)er8ent. gl^rc 
©Uttune ift, wie toir fpäter feigen werben, gleid^ c*. 

@ä gibt aud^ ^ßotenjrei^en, bie nur für a;«= lon^ergieren*) 
@ine fold^e Sleil^e ift bie folgenbe: 

I u 
$ier ift nämlid^ lim ! -^^^ = oo, foBalb x^O. @S ift alfo 

nid^t einmal lim w, = 0. (SSfll. ©. 34.) 

SBenn eine ^Potenjreil^e a^i- a^x + a^x^-] für einen von 

5Rutt »erfd^iebenen SBert Xq lonpergiert, fo ift fidler lima^a;; = 0. 
@ine fonoergente äöl^lenfolge lä^t fid^ aber, wie wir wiffcn (ogl. 
©. 15), in ein cnblid^es 3nten)aII einfd^Iie^en. @S gibt alfo eine 
3^1 fff fo i>ö^ alle ©lieber %xl il^rem Setrage nad^ Heiner al3 ^ 
ftnb. 9lun fd^reiben mir 



55ann ift 



a,a^=axgy- 



fl iC'* 



I ^0 



3m %a\lt \x\ <\xq\ lonoergiert alfo bie Sleil^e 



l«o ! + 1 ^1^ I + 1 «2^* ! + •••, 

meil il^re ©lieber Heiner fmb als bie entfpred^enben ©lieber ber 
lonoergenten geometrifd^en SReil^e 



g + 9 






+ 



@8 gilt bemnad^ folgenber ©a§: 

SBenn eine ^Potenjrei^e für a; = a^^ (^ 0) lonoergiert, 
fo ift fie im 3""^!^« ^^^ S^teroaltg {—Xq, Xq) abfolut 
lonoergent. 

^ieraud ergibt ftd^ als ^^olgerung: 

2Benn eine ^Potenjreü^e für a; « ^ bioergicrt, fo ift fie aud^ 
au^erl^alb be§ S^^teroallS (— X^, X^) nirgenbs lonoergent. 

*) gür « = lonoergiert jebe ^Poteu^reil^e. 
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Se^t iDoKen n)ir eine ^otenjrei^e httta^ien, bie nid^t für 
rc = attein lortpergiert, bie aber aud^ nid^t beftdnbig f onpergent 
ift. ®8 gibt alfo eine t)on Siutt oerfd^icbene 3^^ % fü'f weld^e 
jte lonpergiert unb eine gal^I Xq für roeld^e fte nid^t lonoergiert. 
ro unb Jf^o feien jwei poftttpc 3ö^l^/ bie fo gewählt jtnb, ba^ 
^o<l^ol ^"i^ ^o>l^l iP- 3?ad^ bem obigen ©aft !om)ergiert 
bann bie ^Potenjrei^e für a? = r^, wcil^renb fte eö für a? = Bq nid^t 
tut, unb eg ift ro<Äo. SBir teilen bag Suteroatt (r^, E^) in 2" 
gleid^e Steile. Unter ben S^eilinteroatten gibt eS bann einä unb nur 
eins, (r^ JSj, roeld^eS fid^ ebcnfo wie (r^,, Äq) üerl^ält, fo ba^ alfo 
bie 5ßotenjrei|e für a;=r^ lonoergiert, für a;=»i2„ bagegen nidjt. 
3!)ic golge oon SJ^teroatten 

ift fo befd^affen, ba^ jebeä baS ^olgenbe entl^ält (atä eine feiner 
beiben §älften). r^, r^, r^, . , , ift eine auffteigenbe, B^ B^, iJ^, . . . 
eine abfteigenbe ^olge in bem ^w^eroatt {r^, B^). Seibe %oU 
gen fmb bal^er lonüergent, unb jie l^aben beibe benfelben ©renj^ 
wert Q, weil 

liin(i2„-rJ=.liin^-^ = 

ift. S)ie 3öi^I Q ^at nun folgenbe ©igenfd^aft: 

3nt ganjen gnnern beä gnteroallä ( — 9,9) fonoer« 
giert bie ^Potenjreil^e abfolut. SP nämlid^ x ein SBert im 
Snnem oon (— g, g), fo fönnen wir, ba lim r„ = (> ift, n fo 
gro^ roäl^Ien, ba| x anä) im gnnem bcä gnteroatts (—r^f O 
liegt. Da bie Sleil^e für r^ fonoergiert, fo ift fie im S'^^^'^ beS 
gnteroallä (—r„,r^ abfolut lono^rgent, alfo ani) für jenen SBäerta?. 

2lu^erf|alb beg 3^^^^^<^ll^ ("~9/p) lonoergiert bie 
^otenjreilfte nirgenbä. SP nämlid^ x ein SEBert au^erl^alboon 
(— (>, p) fo lönnen mir, ba lim JR^ = p ift, n fo gro^ mäl^Ien, bafe x 
aud^ au^erfialb oon (— B^, B^) liegt. 2)a bie ^eii^e für B^ bioer» 
giert, fo lann fte au^erlialb oon (— Ä„, Äj nirgenbg lonoergcnt 
fein ©ie biocrgiert alfo aud^ für jenen SBert x. 

3)a§ 3i^teroatt(— p,?) nennt mann baä Äonoergenjintcr= 
oall ber ^Potengreil^e. q l^ci^t ber ÄonoergenjrabiuS. 

SEBenn eine 5ßotengreil^e beftänbig lonoergent ift, fo fagt man, 
jte l^abe ben ÄonoergenjrabiuS 00. Äonoergiert fte nur für a;=0, 
fo fagt man, i^r Äonoergengrabtuä fei 0. 



n. ^ffetentiaIre(i)nunQ. 
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3tteitc8 ÄapitcL 

§ 23« 9tx 1i\f(txtn}tnipuAmt* 

y = f{x) fei eine gunftton, bic für äffe 2Bcrtc cincS geroiffcn 
Snterpattö (a, h) bcfintert ift. ©ic wirb gcomctrifd^ bur^ einen 
ÄutDenbogen borgeftettt (%\%. 9)*). 

SBir roollen einen ffiert x in (a, b) in8 Stuge faffen; il^m 
cntfpric^t ber gunftionSroert f(x), ®yteilen 
wir bcm x einen popticen ober negativen**) 
Suwadjd ^x = h, erfe^en roir mit anbeten 
SBäorten x burd^ x + h,^o erl^alten wir ftatt 
/*(a;) ben fJunItionSroett f(x + h); bie 
fjunftion y befommt alfo ben S^road^S 
^y " /*(ip + ä) — /"(äj). 3)i©ibieren wir 
il^n bur4 ben S^wa^S Jx^h ber un= 
ttbl^ängigen SSeränberlid^en, bem er ent^ 
fprid^t^ fo entfielt 

Jy^ f(x+h)-^f (x) 
dx h 

3)iefen 9(udbru(I nennt man einen ^ifferenjenquotienten. 

(Sr l^at eine einfädle geometrifd^e Sebeutung. P unb Q feien 
bie ben SBerten x unb x + h entfpred^enben Äutüenpunlte. ©ie 
©erabe PQ bilbc mit ber pofttiüen SRid^tung ber rr^ätd^fe ben 
SBinfel y***). "^am ift 

^S^P h 

^er 3)ifferen}enquotient ift alfo gleid^ ber 3ixi)' 
tungdfonftanten ber ©elante PQ. 




•) aSir beuten ein red^ttDinHigeS Slcä^fenpaar. 
•*) x+h barf nicj^t augerl^aft {a, h) liegen. SBtr muffen ballet, 
toenn x=a i% h auf pofittöe, toenn x^h x% auf negattöe SBerte ht- 
fd^rfinfeu. 

♦*•) 3)te SSebeutuug biefer Stufifage ift folgenbe: 3)ie ar*^d^fe muß 
fid^, um mit PQ parallel ju njerben, fo um breiten, baß ber $uuft J. 
(Ogt Sig 4) ben Sogen qp jurfidKegt (Dgt 6. 8). qp ift nur Bi^ auf 
SSielfad^e ton « beftimmt, tg qp l^at aber einen gau$ beftimmten Sert, 
»eil tg (qp +») = tg qp ift. tgqp neuut man bie wid^tungfifonftaute 
ber ©eraben PQ, 
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3Ran lann ben ^ifferenjenquotienten nod^ auf eine anbete 
SBeife beuten. Sffiir wollen x afe bie t)on einem beftimmten Stn= 
fang gered^nete 3^it betrad^ten unb und bann einen ^unft beulen^ 
bet fid^ fo auf ber So'&I^'^K^i^ bewegt, ba^ er jur S^it x immer 
mit bem Silbpunlt ber 3^^! /*(^)/ ober, furj %t](iii, bem 5ßunlt f{x) 
juf ammenfättt. SBäl^enb bcS 3^itinten)aff§ {x, x + h) ift er t)on 
f{x) nad^ f(x + h) gelangt. $ätte er fid^ mäl^renb biefer 3«it 
gleid^förmig bewegt, fo mdre baju bie ©efd^winbigleit (SBeg*) 
burd^ Seit) 

f(x+h )^nx) 
' h 

nötig gemefen. SDiefe ©efd^minbigfeit nennt man bie mittlere 
Oefd^minbigf eit be§ fünfte« tt)%enb beä S^tinteroattS (x, 
x + h). ©ie ift, wie man fie^t, gleid^ bem ©ifferenjenquotienten. 

§ 24« Wit Mltxims mh H$ IDtferentml. 

SBir wollen h nad^ 9luff !ont)ergieren (b. 1^. irgenb eine**) 
^olge h^f \, Äj, . . . mit ber ©igenfd^aft lim ä„ « burd^laufen) 
laffen. @S lann fein, bafe babei ber 3)ifferenjenquotient immer einem 
unb bemfelben ©renjwert Ä juftrebt, ba^ man alfo immer 

n=oo n 

^at, wenn liinÄ„ = ift. Sn biefem ^affe fagt man, ba^ f{x) 
an ber Stelle x eine älbleitung bejt^t unb ba^ biefe SPbleitung 
gleid^ Ä ift. 

S)ie 3lblcitung ift l^icrnad^, falls fie egiftiert, gleid^ 

f(x-\-h) f(x) 

bem (Srenjwert beS 3)ifferenjenquotienten ^ 

für nad^ StuII !ont)ergierenbed h. 

3Stan bejeid^net bie Slbleitung, um il^re SSejie^ung ju f(x) 
unb x ^crüortreten ju laffen, mit f (x). @§ ift alfo 



f(^,)^^f^±^^pm***) 



♦) 3)er SBeg toirb wie eine ©trede gemeffen (ögL @. 8), ebenfo 
bie gelt. 

•♦) SBir tiel^men an, baß fein ä„ gleicä^ fftaU ijt. 
♦♦*) Ä=0 unter bem getd^en lim beutet on, bag h nad^ ShiH lon= 
öerpleren \ofL goü« x^a, muß h po\iixt>, \aU x^b, mug h ne* 
gatto fein. 
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@tne notioenbtge Sebmgung für bie @siften} ber 9(6Ieitung an 
bcr ©teile X tft bie ©tetigfeit wn f{x) an biefer ©tette. 3n 
ber 3;at l^at man, wenn f Jx) ejiftiert, 

alfo 



lim {/•(«+/»)— /-(a;) }=lim7»-lim 



f(x+h)-f{x) 



= OY(a;)-0. 

2>iefe ä3ebingunQ tft aber teineStoegB i^inieic^enb. '^u 
tta(i^tet man j. 9. bie ^nltion 

fo tft lim/'(Ä)-/'(0) = 0; jte tft olfo an berStette «-0 ftetig. 
S)agegen ^ot 

2 12 

leinen ©rcnjroert. Sä^t man nämlid^ h bie golge — / y ^ / 

12 1 

2 — / • • • burdjiaufen, fo burd^läuft sin -^ bie ^olge 1 , 0, 

— 1, 0, . . . , bie nid^t loncergent ift. 

@6enfo mie ber ^ifferenjenquotient ^ot aud^ bie älbteitung 
eine einfädle geometrifd^e ^ebeutung. Sä^t man h nad^ 92uQ !ons 
cergieren, fo lonoergiert ber 5ßunlt ^ nad^ ber Sage P (b. ff. jebe 
ber Äoorbinoten t)on Q nad^ ber entfpred^enben Don P). Sie ©e* 
rabe P^ brel^t fid^ um bcn feften 5ßunft P fo, ba^ il^re Jlid^tungäs 
lonftante bem ©renjmert f (x) juftrebt. 5!Ran fagt, ba^ il^re ®ren js 
läge biejenige ®erabe burd^ P ift, beren Stic^tungdlonftante ben 
SBert f (x) ffot SDiefe ®erabe nennt man bie 2^angente ber 
Äuroe im fünfte P SBie ber ©ifferenjenquotient gleid^ ber 3lid^= 
tungdfonftanten einer ©efonte n)ar, fo ift bie älbleitung gleid^ 
ber 3iid^tung8lonftanten ber S^angente. 

SBenn wir x ate bie 3cit betrad^teten unb f(x) als bie 2(bs 
fjiffe eined auf ber 3<^^I^«K«ic P^ bemcgenben 5ßun!te8, fo war 
ber Sifferenjenquottent gleid^ ber mittleren ©efd^minbigfeit n)dl^renb 
bed Seitinteroattä {x, x + ä). 

•) gür a;=0 ift biefe gorwel fmnlo«. 38tr fefeen aber feft, 
baS /-W-Ofeinfon. 



46 n. ^ifferentialted^nun^. 

SBcnn btcfc bei nad^ Slutt lonocrgicrenbcm h einem ®renj= 
n)ert juftrebt^ fo pflegt man i^n als bie ©efd^minbiglett bed $unlted 
jur Stit X ju bejeid^nen. ©ie Ableitung ^(x) erfd^eint l^ier 
alfo als eine ©efd^minbigfeit. 

3)aS Differential oon f(x) ift ba8 5ßrobuIt au8 ber Slb- 
leitung f(x) unb ber ®rö^e h (bem S^wad^S t)on a?). SKan be« 
jeid^net eS mit flJ/*(aj). @8 ift alfo 

df{x) ^ r{.)h 

SBenn man bie Silbluroe t)on /*(«) burd^ il^re S^angente im 
5ßunlte P erfe^t fo ift ber S^^^'^^^, ken bie gunftion beim Über= 
gange von x ^n x + h erfährt, nid^t mel^r f{x + 7i) — f(x), 
fonbem f(x)h ober df(x). gn gig. 9 ift df(x) = AT, 

Senuften mir bie anbere Deutung {x bie 3^* unb /"(a?) bie 
3lbf jiffe eines auf ber S^^fenlinie ftd^ bemegenben ^unlteä), fo ift 
foIgcnbeS ju fagen: SBenn ber 5Punft bie ©efd^minbigfeit r(x), bie 
er jur S^^ ^ ^^t, immer l^ötte, fo mürbe er in bem S^tintertjatt 
{x, X + h) bie ©tredfe /^(aj)Ä befd^reiben, nid^t mel^r bie ©tredfe 

fix + h)- f{x). 

3)em Segriff beS Differential«, ber t)on Seibnij l^errül^rt, 
liegt, mie mir feigen, ber ®eban!e ju (ärunbe, eine Äuroe in ber Um- 
gebung eines fünftes burd^ eine ®erabe ober eine beliebige Se= 
megung in ber Umgebung eines 3^unIteS burd^ eine gleid^förmige 
}u erfe^en. 

Die aibleitung ber fjunftion x ift gleidb 1, meil fdbon ber 

Differenjenquotient -—^ 1 ift. Snfolgebeffen gilt für baS 

Differential t)on x bie ^ormel 

äx = h. 

Das Differential t)on x ift alfo h felbft. 2Bir fönnen ba^er in 
ber Formel df{x) = f{x)h für h baS Differential dx einfeften 
unb erl^alten bann 

df{x)^f{x)dx. 

hieraus ergibt ftd^ 

Die 2lbleitung ift alfo ein Quotient jmeier (ju bemfelben h 
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geJ^öriger) Differentiale, ein 2)ifferentialquotient. SRan fagt 
beSl^alb ftott „Stbleitung von ({x)" aud^ ,,3!)ifferentialquotient 
t)on /•(«;)". 

3)ie Sered^nung beö Differentiafe ober aud^ beä ©ifferenlial« 
quotienten einer gunftion nennt man Differentiation (Differenz 
jieren). 

§ 25* aifermtiiittw mtx Sinmne, tmx JDtfewn?, mtB 

SQBir nehmen an, ba^ bie Munitionen f{x) unb p(ir) an ber 
©tette X aibleitungen f{x), g{x) befi^en*). 

1. "^tm F{x) « fix) + g{x) ift, fo ^at man 

F{x + h)^F{x) f{x + h)---m g{x + h)^g(x) 
h ^ h '^ h ' 

Die redete @eite ^at bei nad^ ÜtuK lonoergierenbem h ben ©ren}- 
wert f(x) + g(x), folglid^ e^iftiert F\x), unb eä ift 

r{x)^f\x)+g(x) 
ober lur} 

Die Slbleitung einer ©umme ift gleid^ ber ©umme 
ber älbleitungen. 

Der ©a^ gilt für eine beliebige enblid^e Slnja^I oon 
©ummanben. 

2. ®enau ebenfo beroeift man, ba^ 

ift. 

3)ie Slbleitung einet SJifferenj ift gleid^ ber ®iffe= 
renj ber älBleitungen. 

3. 3ie<}t fei 

F(x) = f(x) ■ g{x). 
S)ann wirb 

F(^x + h)-F(,x) _ f(x + h)g{x + h)-f{x )g{x) 
h ~ h 



•) X ift ein SBcrt in einem SntcröaH (a, h), in toeld^em f{x) unb 
g{x) beftniert finb. 



48 n. Xlijferentialrecj^nung. 

3!)ic redete ©ettc l^at*) Bei nad^ 3lnJl lonocrgicrcnbcin h bcn 
©renatocrt f{x)g{x) + g(x)f{x), 2Ilfo cjifticrt F\x), unb 
man bat 

obei tut) 

m-fff' + gf. 

SBcnn g{x) eine Äonftante c ift, fo wirb g\x) = (weil 
fd^on ber SDifferenjenquotient oerfd^roinbet). 3)ann jxnben xoxx 

eine ^ormel^ bie aud^ biteft leidet benieiSBar ift. 

$ür ein $tobt^ t)on 3 ^nltionen l^at man junäd^ft 

alfo {fghy^rgh + fg% + fgh\ 

Um ein ^robult T)on m galtoren ju bifferenjieren, 
multiplijiert man bie Slblcitung jiebeä ^altorS mit allen 
anbern ^altoren unb abbiert biefe m ^Probulte. 

4. SBenn F{x) = ^ unb g{x) an ber ©tctte x ungleid^ 

5Run ift**), fo wirb 

F{x + h)--F{x) _ imx + /i) _ m\ 
h h\g{x + h) g{x)l 

_ f{x + h)g{x)-g{x + h)f{x) 
^9{x)g{x + h) 

^ 9ix)9(x + h) 

3!)ie redete ©eite l^at bei nad^ 9lutt lonpergierenbem h ben 
®ren8«)ert ^^")^f)-:y)^^(") . 

*) SDlan bebenfe, hai Um f{x + h) =^ f{x) ifk, toeil A«) »egen 
ber (gjiftcnj üon /"(a;) an ber ©tette x ftetig ift. 

**) (£5 lägt ficj^ um X ein gnteröaH (« — «, x + s) fonftruieren, 
in koeld^em g(x) nirgenbiS üerfd^tt^inbet. SBdre bOiS nic^t mdglic^, {o 

gdbe e« in jebem gnteröoH (x x + j eine @tette x^ , \o bag 

g(x^ == ift. Offenbar »dre bann lim «^ = «, aljo toegen ber ©tetig- 
fat ]img(x^^g{x), b. 1^. 0==5f(a;), toag mci)t jutrifft. 2Bir be= 
fd^rdnfen ä ouf ba^ gnteröaH (— «, t). 
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SKfo ejiftiert F\x), unb man l^at 

^,/ V ^ 9{x)r(x)--f{x)g'(x) 

ober biT) 

\l) ¥~' 

SorauSgefeftt ift l^ierbei g{x) ^ 0. 

5WuItipfijiert man bie obigen gormein für 

{f + 9)\ {f-9)\ ifgy unb ({-)' 
mit dx, fo nel^men fxe folgenbe ©eftalt an 

1. d{f + 9)^df-\-dg, 

2. d{f^g)^df-dg, 

3. d(fg) = fdg + gdf, d{cf) - cdf, 
4 j(f\^ 9df-fdg 

\9/ 9* 

§ 26* Wxpxtntxütxm l^tx xtAmtdtn finnktxmtn^ 

SBir l^aben fd^on oben bemerft, mie ein ?ßrobuIt oon m ga^ 
torcn bifferenjiert wirb. 5!Ran muItipHjiert bie ätbleitung iebe» 
galtord mit allen anbem ^alteren unb abbiert biefe m ?ßrobuIte. 

©inb alle m gaftoren gleid^ f(x), fo finbet man bie gformel 

ober (mit dx multiplijiert) 

d(r)^vnr"'^df, 

3m gaffe f^-^x lautet biefe gormel 

d(x^) =- moj"»- Ma?. (m -= 1, 2, 3, . . .) 

SBir ftnb jeftt tmftanbe eine ganje rationale gunition 

G(x) - a^s^ + aiic^-^ + • • • + a^^^x + a^ 

ju bifferenjieren. SDaju braud^en mir un8 nur ju erinnern, ba^ 
baS Differential einer ©ummc mit irgenb einer enbKd^en Sfnjal^l 
oon ©ummanben glcici^ ber ©umme ber ^Differentiale biefer ©unu 
manben ift, femer, ba^ d{cf) =- cdf, wenn c eine Äonftante be^ 
beutet, unb jugleid^, bafe baä Differential einer Äonftanten Siuff ift 

«9ht® 197: ffott)aIe»9Ii, 3nfiHiteflmaIte(^nung. 4 



50 n. 2)tffcrcnttalred^nun0. 

®ann ftnbcn mir 
dG{x) = (maoa;"»-^+ (m - l)a^(x^^-^ + • • • + a^^^jdx, 
ober, iDcnn wir btc Slblcitung l^abcn wollen, 

Setrad^ten wir jc^t bie rationale ^unftion G{x) : £r(rr), wobei 
H{x) = 5o^" + ^^"-' + • • • +^-1^ + K 
fein möge. Stad^ ber Siegel 4 beS oorigen ^aragrapl^en ift bann, 

wenn -ff(a;) ^ , 

GV HG' — GH' 



(D- 



G* 
ober 

, /ö\ IfdG^ — GdH 
^ \h) G^ 

dG unb dH roiffen wir aber }u bered^nen. SSSir lönnen fomit jebe 
rationale gunftion bifferenjieren. 

8ei{|iiele. l. ®ie 3lbleituna t)on a; ""* = —- (m eine po= 

X 

fitioe gange S^^O I^^wtet — wic"('" + ^^, wenn x^O ift. 
2. 3)ie 2lbleitung oon y = '^, wirb: 

, (ca; + d) (ax + &)' — («a; + &)(ca; + d)' 

ober 

, {ex + <^« — {otx + 5)c 

^ (ca: + d)* 

ober enblid^ 

, ad — bc 

^ ■" (ca? + d)** 

SSorauggefe^t ift babei ca; + d ^ 0. 

§ 27* atffmnttett0tt tJ0n a'*). 
SBenn y-^- a^ ift, f o l^at man 

Jx h h 



*) a ift eine t)oftttöc gal^I 
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Ä j 

9lutt ^cA, wie wir wiffcn — j^ — ben Orcnjrocrt log a (natürKd^er 

Sogaritl^mud von a), alfo ift 

(a*y= a^loga. 
Sttäbcfottberc ifk 

®ic ©jpottcntialfuttftion e* f)at alfo bic Sigcnfd^aft glcid^ i^tcr 
eigenen 9(6Ieiiung ju fein. 

§ 28. SItferienttittum trim log x, 
SBenn y = loga;*), fo nntb 

Jy _ log (^ + ^) — log ^ _ ^^A_]jc/ £ 

^05 Ä h ' X 

X 

Wx fc|cn - = Ä. ®ann ift 

ii-i-..gj(.+»f] 

3)q Ä gleichzeitig mit h nad^ lonoergiert^ fo l^at man (ogl @. 26) 



{(i+ä)') 



Hm 1(1 +ä; J =e. 
Sllfo ift (wegen ber ©tetigleit oon logrc, bie wir auf ©. 28 
bcroicfen l^aben) ber ©rcnjroert ber redeten ©eite -• SBir l^aSen 
bemnad^ 

(logÄ;)'=^ 

^'loga? unterfd^eibet fid^ oon loga? nur um einen fonftanten fjaftor. 
2)a ndmlid^ 

foift 

'^log o; • log a == log o; , 



•) X ift ^jofitiö unb h feinem ©etrage nad^ Heiner ate x. %tx 
Sogaritl^muiS ift ber natfirlid^e (93afti^ glei($ e). 

4* 



52 U. ^ifferentiatTcc^nuttg. 

alfo 

@d tovci ballet 

(«loga;)'«-^-. 

®ic 3a^t j— - ^eigt ber SRobul beä Sogarit^menf^ftemö 

mit ber 8afi8 a. SRit bicfem 9Ilobul mu^ man bic natürlid^cn 
Sogorit^men multiplijicrcn, um bic jut 33afiä a gehörigen ju er* 
galten. 

3Ran f)at 

sin (ic + ä) = sin a; cos ä + cos a; sin/i , 



alfo 



Bin(a;+Ä) — sina; sinÄ , . cosÄ — 1 

== cos o; — i; — h sm x 



n n 

3lm ift 

■ (cos Ä — 1) (cos Ä + 1) = cos^ Ä — 1 = — sin*Ä , 

mithin: 

sin (x4-h) — sin o; sin h . sin % sin A 
_ cos..-^ sina:^-.j:p^^^. 

3)a 

,. sinÄ . ,. sinÄ ^ 

ift, fo folgt 

(sin xj = GOSX , 

ä3ei cos X lommt man in ä^nlid^er 3Beife jum Qxtk, ®d ifl 

cos (x-\-h)^ cos a; cos Ä — sin a; sin Ä , 
alfo 



co8(a;4-Ä) — cosa; . sinÄ , cosÄ — 1 
— --^-Y = — sin a; — r- + cos x ^ — 



ober 



cos(a;-fÄ) — cosaj . sinÄ sinÄ sinA 

folglid^ 

(cos xy =» — sin a; . 
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^te gefunbenen Formeln laffen fid^ aud^ fo fd^reiben: 

(cosfl:)'= cos (^ + y) • 

Um tg X ju biffcrenjxcrcn, fann man baoon auSgel^en, ba^ 
. sina; 

° cosa? 



/, N, cosic(8inir)' — ^inxicoBx)' 
{igx) = ^^ — = ^^ 



ift*). 3luf bicfc SBctfc finbet man 

N, co^x(%mx 
tga;) 

coß'aj+sin'a: 1 ^ , x « 

= \ — — = — 1— = 1 + tff^a?. 

es ift alfo 

^nltd^ gel^t ed bei cot x. 2)a 

. cosrc 
cot X =« -: — 

smo; 

ift**)/ fo l^at man 

/ . V sin rc (cos a;)' — cos a; (sin a;)' 

(cota?) = ^^ v-= ^^ 

^ ' sin' X 

8in*a; + cos*a: 1 /^ , i9 \ 

= r-4 = r-=— == — (1 + cot^a;) . 

sin'a; sin'a; ^ ^ 

@d ift alfo 

(cosa;)' ^ -^r^ « - (l + cot«a;) . 

2)cr Sefer bercd^nc bie Slblcitung oon unb Don 

cos X sin X 

^Uf»fa^. SBcnn f{a) > unb /'(?>)<0 ift unb f{x) 
meber bei a nod^ bei h njod^ aud^ jmifd^en a unb h eine 
Unftetigf eit aufmeift***), f o gibt e8 jmifd^en a unb 6 ein c 
betart, ba^ f{c) = ift. 

•) e« barf nidbt cos a: = fdn. 
•*) (£3 barf Ttid^t sina;=0 fein. 

*•*) SBir öerlangen genau gejagt folgenbe«: SBenn a^xn^h 
unb limir« = a; ift, fo foK immer ]imf{x„) = f{x) fein. 



54 n. 3)iffcretit{alrcd^nun0. 

Slel^mcn xoxx an, ba^ f (x) jnjifd^cn a unb b nitgenbS per* 

fd^roinbct (alfo baä ©cgcntcil be§ Scl^auptetcn). ®ann tft f {^—) 

cntrocbcr pojttit) ober ncgattt). Sm crften %aUt lönncn bic SBcrtc 

«1 == ^- / 2>i =6, tm jrociten fjalle bic aSertc % = a , 6i = ^^i- 

bic Stollen »on a unb h üSemel^men; benn eS ift f (oj) > unb 
/*(&i)<0. aSon Ol unb h^ gelangen roxv in genau berfclben SBeife 
ju jwei neuen aBerten a^ unb ft,/ f o ba^ f (o^) > unb /* (6,) < 
ift, ufn). SBir geroinnen auf biefe SBeife in bem enbli^cn S^ter^ 
Daff (a, h) jroei monotone fjolgen. S^be Don il^nen ift, wie wir 
roiffen (t)gl. ©. 21), fonoergent unb beibe l^aben benfelben ©renj* 

roert c, weit K — a^-^^ y-yj (h— d), folgtid^ lim (6^ — aj = 
ift. 

3)a wegen ber ©tetigleit t)on /* (a;) 

tft unb alle /*(aj poftttt) finb, fo lann f {c) nid^t negatit) fein. 
/" (c) lann aber aud^ ntd^t pofitii) fein, weit 

limr(5j = r(c) 

ift unb alle f (6 J negatit) finb. ©ä mu^ bal^er /" (c) = fein, 
unb baS roiberfprid^t ber ju Slnfang gemad^ten Slnnal^me, bag f {x) 
jroifd^en a unb h nirgenbs null ift. 

fJöIgerttitB. SBenn f{a)='Ä,f(h)=^B (^ ^), C eine 
3a]^l jroifd^en -1 unb B ift unb /*(a;) roeber bei a nod^ bei 5 
nod^ aud^ jroifd^en a unb h eine Unftetigleit aufroeift, fo 
gibt eä jroifd^en a unb h ein c berart, ba^ f(<^)^ G ift. 

SBir bilbcn, um biefe fjolgerung ju bemeif en, (p (x) = -jzTb 

SDann ift y (a;) ebenfo mie f (x) ftetig, unb au^erbem ift 
y (a)>0, y (Z>) <0. ailfo gibt eä natl^ bem §ilfäfa| jmifd^ena 
unb h ein c berart, ba^ y (c) = ift. 2)aS l^ei^t aber f (c) = (7. 

Xl^eiirem liiin Wnffe. /*(a;) fei meber bei a nod^ 2> un» 
ftetig*) unb l^abe jmifd^en a unb b überall eine Slbleitung; 



♦) S3ir öerlangen genau gejagt foIgenbeiJ: SBenn a^x^^b unb 
lim a;„=a ober lim a;^=& x\t, \o fott immer ]im f{Xj^) = f{a) bejt». lim 
A^n)=A&)fein. 
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ferner fei f(a)==f(h). 2)ann gibt eS jroifd^en a unb b 
ein § berart, ba^ f(^)^0 ifi 

Sunäd^ft bemerfcn wir, ba^ /* (x) aud^ jroifd^en a unb h über= 
att ftetig ift. ®aä folgt aus ber ©fiftenj ber aiblettung. f(x) f)at 
alfo roebcr bei a nod^ bei b nod^ aud^ groifd^en a unb b eine lln= 

ftetigleit. SBir roollen -^- =» ä fe|en unb bie gunition 
g>(x)^f(x + k)^f(x) 

bctrad^ten. x befd^ränlen rair je^t auf baS S^^^^öH (a, a + 2k) 
Offenbar l^at bann g> (x) roeber bei a nod^ bei a + 2k nod^ aud^ 
jroifd^en a unb a + 2Ä; eine Unftetigleit. 
5Run ift 

g>{a) + g)ia + k) + g>(a+2k)^f(a + k)^f(a) + f(a+2k) 

-f{a + k) + f{b)-f{a + 2k)^f{b)^f{a)^0, 

unb es beftel^en fotgenbe SKöglid^Ieiten 

1. y (a) = 9)(a + Ä;)«y(a + 2Ä;)-=0, 

2. q) (a) , g> (a + k) , g> (a + 2k) nid^t atte gleid^ 3tuU. 

3Sm jroeiten galle gibt eS, weil 

g> (a) + g> (a + k) + g> (a+2k)^0 

ift, unter ben brei ©rö^en q> (a) , q) (a + k) , q) (a+ 2 k) fidler 
eine pofttiüe unb eine negatioe. S)ann ejiftiert aber auf ®runb 
unfereS §ilfSfa^eS groifd^en a unb a + 2k ein c berart, ba^ 

9(c)^f(c + k)-f(c)^0 
ifi 

2lud^ im erften Statte ift ein foId^eS c üorl^anben, nämlid^ a + k. 
©e|en mir «1 = 0, b^=^c + k, fo ift 

« < «1 < &i < fe unb &i — »1 = Y (^ — «)/ 

unb bas ^nterDatt (oj, 61) lann, ba /* («i) = /* (&i) ift, bie 9loIIe 
beS 9!i^t^^^öttS {a, b) übemel^men. Son (a^, b^) gelangen wir 
burd^ aSieberl^oIung ber obigen Setrad()tungen ju einem 3utert)aII 
(«8 f h) berart, ba^ 

femer /•(a,)«/'(&8) ift, ufw, 



56 n. 5)ifferettttalrei!^nttng. 

Sie auffteigenbe %ol%t a^/ a^^ a,, . . . unb bie abfteigeiibe 
golge h^,h^,h^, ^ ' ' finb fonocrgent unb l^aben, weil 

liin(6.-aJ = limg)"(6~a)-0, 

bcnfclbcn Orenjwcrt S, unb offenbar ift 

©e|en wir alfo a^ = g + ä,, 6„ = § + h^, fo ift ä„ < unb 
Ä„ > 0. ®te Saldier ber ©iffetenjenquotienten 

finb gleid^, weil /*(a J = /*(6 J ift, bte Slenner l^aben aber entgegen« 
gefegte 3^^^- ^i^ beiben Quotienten ftnb ba^er entmeber nuD 
ober fie l^aben cntgegengefe|te ^^i^tn. SJRad^en wir nun bie geft= 
fe|ung, ba^ u^ gleid^ bem pofttioen unb v^ gleid^ bem negativen 
Quotienten fein fott unb ba^, wenn beibe oerfid^roinben, aud^ w, unb 
v^ gleid^ SRuII fxnb, fo werben bie folgen 

«^1/^2, w„... unb v^,v^,v^,... 

beibe ben ©renjroert f{^ l^aben, weil jene Quotienten beibe nad^ 
f{l) fonoergieren. @8 ift alfo 

1™ ^» == /*' (S) unb lim t?„ = /^(S) . 

S)a w^ ^ ift, fo fann f{l) nid^t negatio fein, ba t?„ ^ ift, fo 
lann r(S) nid^t pofttio fein, golglid^ ift /"(g) « 0. 

9la4 biefen Vorbereitungen ftnb mx imftanbe, ben fogenannten 
SWittetwertfal ju beweifen. @r lautet fo: 

SQBenn f{x) weber bei a nod^ bei h unftetig ift unb 
}mifd^en a unb h überall eine Slbleitung l^at, fo gibt eS 
gwifd^en a unb h einen SBert g berart, ba^ 

ift. 

Setrad^ten wir ftatt f{x) bie jjunftion 

ip{x) =^ f{x) + XX , 

fo IS^t jtd^ bie Äonftante il fo beftimtnen, bo^ 9(0) = <p(J>) »itb, 
9(u8 

f(a) + U = /-(t) + U 
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ergibt ftd^ nämlid^ fofort 

h — a 

SRad^bcm l in bicfer SBctfc beftimmt ift, fönncn wir auf q>{x) 
bad 3^§eorem t)on 91 olle anroenben; q>{x) erfüSt nämlid^ alte bort 
aufgefül^rten Sebtngungen: fp{x) ift toeber bei a nod^ bei l unftetig 
(toeil bieä oon /"(a?) unb Ix gilt). q>(x) ^at femer jtoifci^cn a unb 6 
überall eine Slblettung, nämlid^ fip) + ^, unb eS ift enblid^ 
fp{a) = 9(6). 2)a8 S^^eorem oon Slolle le§rt nun, ba^ eS jwifd^en 
a unb 6 ein | gibt berart, ba^ 9>'(g) = , alfo 

r(i) + x^o,b.^.^l-^==ra) 
ip. 

«edtneirif^e 3nier)iretai{iin beS SRitielltiertfa^eS. 

©enfen wir unS ben Äuroenbogen, ber bie gunftion f{x) in 
bem SnteroaO {a, h) barfteKt. A fei ber Slnfangdpunlt, B ber 
©nbpunit biefeä Sogenä. ®ie ©e§ne -ä JBI^at bie SRid^tungSlonftante*) 

m -m 

f(S) tft, wie wir wiffen, bte SRid^tungSlonftante ber Slangente 
unfereS^ÄuroenbogenS im 5ßunfte x^^, y ^ /*(§). 2)er SKittet 





-^(a/hj 



8rig. 11. 



wertfal fagt, ba^ biefe Tangente parattel jur ©el^ne ift. ©r fagt 
alfo, ba^ eä unter ben gemad^ten SSorauSfe^ungen auf bem Äuroen* 



•) %\t SRid^tunggfonftante einer ®erabcn i|i (öal. @. 48) gkid^ 
9, toenn bie ^erabe mit ber |)ofttioen SRid^tung Der a;*Ä(|fe ben 
Infel 9 bilbet. 
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bogen jtotfd^cn A unb B einen ^unlt P gibt, in n)cld;cm bie SCan^ 
gentc parallel ju ber ©el^ne AB ift. 

SfBenn bie gunftion fix) burd^ folgcnbc ^eftfc^ungen befi= 
niert ift 

f{x)^^ für a^x<h, f{h)-=l, 
fo l^at fie jroifd^en a unb l überall bie Slbleitung 0. dagegen ift 

^^^ a^ - feriä * ®^^ ^*^^ ^^'^ ÜKittelrocrtfal nid^t gilt, beruht 
auf ber an ber ©teile x^h oorl^anbenen Unftetigleit. 

fjig. 11 jeigt unS eine ^Junltion, roeld^e aud^ nid^t ben SKittet 

roertfa^ erfüllt, unb jroar beSl^alb, roeil an ber ©teile x == ^^ 
feine Sttteitung ejiftiert. 

Slnbete S^reiiltieife ber %txvxti be9 SRittelltiettfa^eS. 

©e^t man a = x unb 6 = a? + ä ober h-^x unb a^x + h, 
fo wirb fid^ I, ba e§ jraifd^en x unb o; + ä liegt, in ber %oxm 
^=- x + ^h fd^reiben laffen, wobei < -Ö* < 1 ift. SDie gomtel 
beS 5KitteIn)ertfa^e3 lautet bann 

^:(5±^Z1^==^'(^ + ^Ä). (0<^<1). 

%cSi^ man a = a;unb& = ir + Ä gefegt l^at, ift h pojttio; fallö 
man 5 = a? unb a = a + Ä gefc|t l^at, ift h negatit). 2)ie gormel 
gilt, fobalb f{x) bei a; unb beia? + Ä ftetig ift unb jmifd^en 
X unb x + h überall eine Slbleitung ](|at. 

©ie leH i^^fe i^er ©iffcrcnjenquotient ^^^ + ^^-"^^^^ 

ju ben aaSerten gel^ört, bie bie Slbleitung f{x) gwifd^cn x 
unb x + h annimmt. 

aiuS bem 3RitteIn)ertfa| ergibt ftd^, ba^ eine fjunitton, bie 
in einem ^nterDall überall bie Slbleitung 5Rull l^at, ba= 
felbft eine Äonftante ift. ©inb nämlid^ a unb l irgenb jmei 
aBerte in jenem gnterooK, fo l^at man 

alfo f{b) -= /■(«). tiefes SRefuttat ift für bie 3nt«8f<»tw^nun8 »on 
SBid^tigfcit 
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3Ran fann bcn 3Rtttcln)ertfa| leidet ocrattgemeinem. g(x) fei 
eine 5w«Itiott, roeld^e ebenfo wie f{x) roeber 6ci a nod^ bei b un^ 
ftetig ift unb jiDifd^en a unb 6 überall eine Slbtettung l^at. @S f ei 
aber nirgenbs g\x) = 0. SBir fönnen bann X fo wälzten, ba^ 

(p{x) = /•(a;) + Xg{x) 

ber Sebingung ^(a) = (p(b) genügt. 2luS 

/^(a) + Xg(a) ^ f{h) + lg{h) 

ergibt fid^ nämlid^*) 

2)urci^ änwenbung beS 2:i^eoremä t)on SRoIIe auf 9(0;) er- 
balten roir: 

f{X) + Xg\i) = 0, 
alfo 

9(P)-m g'ii) ^«<^<^> 

©e|en wir a = a?, h=^x + h, ober 5 = a;, a = a; + ä, fo fommt: 

f{x+h)^nx ) _ r(x+»h) ro^<^^^\ 

g{x + h)^g{x) g\x + ^hy [y^ir<^ij 

§ 32* ffltfewnttettett tintt }nfümmtn$tftiittn ^Pmiktum* 

F(u) fei eine ^Junftion t)on u, bie für a ^ 1^ ^ jS befiniert 
ift; f{x) eine ^Junftion »on x, bie für a^a;^6 befiniert ift; 
au^erbem fei f{x) fo befd^affen, ba^ in bem ganjen 3tttert)aII {a, h) 

ift. ©e^en roir bann 

w - f{^), y = F{u), 

fo gel^ört ju jebem SBert x in (a, 6) ein SBert t)on w in (a, ß) unb 
ju biefem ein SBert oon y, ©§ entfprid^t alfo burd^ 3SemtittcIung 
t)on t* jebem Sßert t)on a? ein fflert Don y, fo ba^ y eine fjunition 

*) 3)a6 gQ>) ~ rjr(a) ^ ift, folgt m^ g(b) - g{a) = (& - a)g'(^), 
»eil flr'(|)^0. 
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Don X ift. Sßie y t)on x abl^öngt ^<^^ i^^c^t bie e^ormel 

au8. 3Kan nennt F(f(x)) eine jufammengefcite fjunftton. 

SeUäujtg mad^en mir fotgenbe Semcrfung: 

SBcnn f(x) an ber ©teile x unb ^^(w) an ber ©teile 
^ = /"(«j) ftetiß ift, f ift aud^ F(f(x)) an ber ©teile a? ftetig. 
3n ber iat folgt auä lim aj^ = a; immer lim w^= lim f(x^ =» m unb 

lim F(f{x,)) - lim JP(wJ » l^'W « l?'(Aa;)). 

SBir motten je^t oorauSfe^en, ba& /"(a?) in (a, 6) überatt 
eine Slbteitung f(x) f)at, ebenfo F(w) in («, /5) überatt eine Slb* 
leitung F'(**)- 

a? fei ein fefter unb x + Jx irgenb ein anberer SBert in (a, b), 
Seim Übergänge t)on a; ju a; + ^/a; erfäl^rt u « /"(a?) ben S^mad^S 

^t* = /*(a; + Jx) — f(x) 

unb y =- F(u) ben g^mad^S 

^y == JF'(w + ^«*) — F(u) . 

Slad^ bem aWittelmertfa^ ift nun 

jy = F'(u + &Ju)Ju*), (0 < -Ö- < 1) 

fotgtid^ 

fiaffen mir Jx nad^ 9lutt lonvergieren (mobei ed aber immer ungleid^ 
SRutt bleiben mu^), fo mirb 

Jx 



l^s=^('") 



unb 

Jx 



lim ii/w = lim -j-^oc -= /"'(aj) lim Jx = 0**), 



alfo aud^ 

lim &Ju -= unb lim {u + -ö"^«*) -= w. 
gurren mir je^t nod^ bie aSoraugfe^ung ein, ba^ F'{u) in 



•) 3)icfe gormcl gilt aud^, »cnn ^w « ift. 
**) %\t^ tüugten ttjir fd^on, mcil ttJtr früber bemleien l^aben, baft 
ou« ber ©jiftcnj öon f (a;) bie @tetig!eit öon f(x) an ber @tette x folgt. 



Differentiation jufammengefetter Sunftionen. 61 

(«/ ß) Pettfl ift, fo roirb 

lim F\u + ^Ju) - F\u) 
unb 

S)a8 Differential von y entfielet l^ieraud burd^ SWuItipKfation mit 
dx. SSir l^aben alfo 

dy ^ r{u)f{x)dx 
ober^ ba 

du ^'f{ic)dx 

dy =- F\u)du 

®a8 3)ifferentialDony — JP(w) Würbe genau fo auä« 
fel^en^ wennufelbft bie unabJ^ängigeSSeränberlid^emare. 
Das ift einer ber 9Sortei(e ben bad Differential im SSergleid^ }ur 
Slbleitung bietet 

SQBir l^aben beim Seroeife ber gormel dy^F'{u) du ange« 
nommen, ba^ F" (u) ftetig ift. SSon biefer SSorauSfe^ung lann 
man bie gotmel befreien. Saffen wir Jx eine nad^ 9hitt fonoer^ 
gierenbe S^i^fcnfolge h^, h^, ä^, . . . (olle h^ ungleid^ SRuIl) burd^- 
laufen, fo burd^ßuft Ju bie golge \, *,, ä^, . . . , roobei 

alfo limÄi^^O ift. 

@g fönnen nun fofgenbe gäHe eintreten. 

1. 3« ^^ Sölge Äj, Jc^, Jc^, . . . gibt eö nur eine enblid^e 
älnjal^l nid^t oerfd^minbenber ©lieber. 

2. 3n ber golge \, Jc^, ä-j, . . . gibt eä unenblid^ oiele 
nid^toerfd^winbenbe ©lieber. 

Da im erften fjatte „faft atte" ä^ gletd^ Slutt ftnb, fo gilt 
baffelbe oon ben Quotienten 

f{X+hn)-fix) F(u + kn)^F (u) 
hn ' hn ' ' 

@8 ift alfo fic^er 

unb 

lixn ^^"+A)j^ZM = o=.2^(«)/' (.) . 
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3m jtocttctt gallc möge burd^ Untcrbtüdfung ber Dcrfd^roim 
benbcn ©lieber auä k^, k^, Äj, . . . bic ^^Igc x^, x^, x,, . . . cnt= 
fielen, unb d^, d^, (Jj» • . feien bie enifpred^cnben ©lieber in h^, 
\, Äj, . . . 3)ann ift 

äa Xn *n 

_ F(i^+x.)-F(^) ^ /' (a;+dn)-/'(a;) 

Xn ^n 

alfo wegen lim d^^O, lim x„ =» 0*) 

®ibt CS in Äj, Ä^/ ^/ • • • w^^ eine enblid^e Slnjal^I i)erfci^roin= 
benber ©lieber, fo ift au(| 

lim — ^^ — ^—j-^ ^-^=^F(u)f{x). 

Silben bagegen_bie öerfd^roinbenben ©lieber in k^, k^, ä^, . . . 
eine ^olge «i, xg, »s/ • • • ^^i> entfpred^en il^ncn in h^, h^, h^, . . . 
bie ©lieber ^i, ^2/ ^8/ • • w f^ fi«i> We Quotienten 

f{x+Jn)-f{x) ^^^ F{U+^J--F{U) 
<^n an 

alle gleid^ 9lull. 5Dtan f)at iaf)tx 

lim ^-^5±M=M =. ^(^) == 

lim -^^—^l — ^-«2 == = 1^' w r(^). 

dn 

SBir erl^alten alfo F' (u) f (x) alg ©renjmert fowol^l, wenn 
h^ bje tJolge ^1, ^j, ^3/ • • • burd^läuft, als aud^, wenn eS bie golge 
^1/ ^2/ ^8/ • • • burd^läuft. ©arauS folgt aber*) 

§ 33. MfpUlt. 

1. y = e-^(*). 



*) SSgl- bie SBemerfungen am ©cä^tug öon § 11. 
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2. xf" {x>0 unb jiA eine beliebige ^aljC) läftt fid^ fo fd^teiben: 

5Rac^ SRr. 1 ift alfo 

dxf'^^ef' i°8* d (fi log aj) = jü e»°«* ^j^ 
ober 

3. y = iogr(a?), /•(a^)>o. 

3. 33. ift 

d\og^mx=^Qoix dx , (sina;>0) 

d log cot a? = — tg a; e?aj , (cos a? > 0) 

d log tg a; = -: = . o , (tga; > 0) 

eilogcota; = -. = -—t- ' (cota7>0) 

4. y = log(a; + yT+^"«). 

3tA^ 3lv. 2 ift 

d VT+^« = d (1 + a;*)^ == 2 (1 +a;*)"^ d (1 + a;)« 

man finbet fd^lie^Iid^ 

- da; 

^ >/r+a;* 

y = f{x) fei in bem S^t^i^^^tt (ö^/ ^), einfd^Iie^Iici^ ber ©rem 
jen a unb &, tiberall ftetig. SBir motten Derfu^en biefc ^unftion 
umjufel^ren^ b. 1^. x afe gunition oon y ju betrad^ten. ©ott 
bieS möglid^ fein, fo barf bie ^unftion leinen SBert 
me^r alä einmal annel^men; fonft würben nämlic^ ju jenem 
SCBert t)ony me{)rere SBerte t)onaj gel^ören, maS unfererem S^unftionS^ 
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begriff roibctfpräd^c (roonad^ jcbctn SBert ber unabl^ängigen nur 
ein 2Bert ber abl^ängigen aSeränbcrlid^en jugeorbnet fein fott). 

3Stnn alfo c unb c^ jroet oerfd^iebene SBerte aus (a, h) 
ftnb, fo ift immer f{c)^f (c^). SBir wollen je^t irgenb brei 
SBerte x^, x^, x^ auS {a, h) l^erauägreifen, bic in ber Sejie^ung 

^1 < ^2 < ^3 

[teilen, fo ba^ x^ jroif d^en x^ unb x^ liegt. @ä lä^t ftd^ jeigen, 
ba^ bann aud^ f(x^) jroifd^en f(x^) unb f{x^) liegt. SDSürbe nänu 
lid^ ber SßJert f(x^) aufter^alb beg ^nteroaC« (fM, f(^)) Ke« 
gen, fo gäbe e§ einen SBert C, ber forool^I jroifd^en fix^) unb f(x^) 
alä aud^ jroifc^en f (x^) unb /" (iCj) liegt. S)a bie Munition /" (x) 
ftetig ift, f o mü^te fie biefen SBert C an einer ©tele c jwifd^en a?i 
unb x^ unb aud^ an einer @telle c^ jroifd^en x^ unb x^ annel^men 
(ügl. § 30). es wäre olfo /" (c) =» /" (c^) unb c < c^. 

SluS bem Obigen gel^t l^ert)or, ba^ /" {x), wenn a: t)on a bis b 
junimmt, entweber beftänbig roäd^ft ober beftänbig abnimmt. Um 
einen beftimmten gatt ju l^aben, motten mir unS beulen, ba^ f (x) 
bei june^menbem x beftänbig mäd^ft*). 

SBir lönnen unS leidet überjeugen, ba^ eine fold^e gwnition 
ftd^ umlel^ren lä^t. A=-^f{a) ift ber Heinfte unb B-^f{h) ber 
größte SBert t)on f{x) unb jebe ^aijl C jmifd^en Ä unb B ift 
ebenfalls ein gunftionSmert (nad^ § 30). 2)ie SBerte oon f (x) 
füllen alfo baS ganje ^nteroatt (Ä, B) aus. 3)a jeber SBert oon 
ber gunftion nur einmal angenommen mirb, fo entfprid^t jebem y 
in (A B) ein unb nur ein x in (a, h) berart, ba^ t/ = /" {x) ift. 
X ift alfo in bem g^teroaH {A, B) eine ^Junftion üon y : 

x^ip{y). 

S)iefe gunftion nennt man bie Umlel^rung (bie inüerfe 
tJunftion) von y=^f{x)**). S3ei junel^menbem y mäd^ft offene 
bar q> (y) beftänbig. q> (y) ift femer in bem Si^teroatt (Ä, B) 
ftetig. $at man nämlic| in {A, B) eine nad^ y fonwergierenbe 
Solge ^1, y^, ^g, . . . , beren fämtlid^e ©Heber größer (Heiner) alSj- 
ftnb***), unb ift aj = g) {y), x^^q> (t/J, fo mu| lim x^^x fein. 
Sunäd^ft finb attc x^ größer (Heiner) als x, ®äbe eS unenbßd^ 

•) SBcnn f{x) mit §une^mettbem x abnimmt, fo betrad^tcn ttjtr 
-fix). 

**) ©benf ift y == fix) bie Umfel^rung öon x^cp (y). 

***) ®i8 Qtnü^t folcä^e golgen ju betrad^ten. 
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oiele x^ bic größer afe x + s (Heiner afö 
x — s) jtnb, fo TOören bic entfpred^enben y, 



größer atö f{x + B) (Heiner afö f(x — B)), 
roiberfprid^t. 



was ber Sorauäfe^ung limy„ = t/ — f(a?) 




^ig. 12 foO ba}u bienen^bie Sejiel^ung 
gwifd^en ben beiben JJunftionen y=^f(x) 
unb x^<p (y)ju oeranf d^aulid^cn. S« ift 
0Z=- a; unb OF- y. SßJenn ber ^ßunft X ' 
fid^ auf ber a^^Sld^fe i n pof Uiper Stid ^tung m- 1«- 

Don X^ nad^ Z^ bewegt (OZ^, =« a, OZj — 6), 
fo bemegt fid^ ber $ unft Fauf ber y^Sld^fe in pofitiDer Slid^tung oon 
Fo nad^ F^ (OY^^ « Ä, OY^ «- B) unb umgcle^. ©eometrif d^ 
lommt bie Umlel^rung einer ^^^I^ioii ^uf eine äSertau:: 
fd^ung ber beiben Jloorbinatenad^fen l^inauS. 

Semertttitg. ffienn eine gunition f{x) awifd^en a unb h 
überaS eine pofttioe Slbleitung f^at, f o wäd^ft f (x), menn x oon a 
bid b {unintntt. 3^ ber Xat folgt aud 

f(x + h)-f(x)^hf(x + eh) (o<»<i) 

für Ä> immer f(x +h) — /"(a?) > 0. 

^e älbleitung barf aud^ an einer enblid^en Slnjal^I oon @teSen 
null fein ober nid^t ejiftieren. 3ft J. 83. /^ (c) -= 0, a < c < h, 
aber fonft int gnnem oon {a, h) überall f (x) > 0, fo wäd^ft f(x), 
nienn x oon a btd c, unb aud^^ n)enn a; oon c big & }unimmt. 

3m Satte f (x) < nimmt f{x) ab. 

aSenn bic Munition f {x) beftänbig junimmt, mä^rcnb x oon 
a bid h mäd^ft^ fo lann fie jnrifc^n a unb & nirgenbd eine nega? 
tioe Slbleitung l^aben. SS ift nämlid^ für ä >0 
f (x+h)-f{ x) 

h ^ " 

@ine negatioe ®rö^e !ann aber nid^t ber ©rengmert einer Tßo- 
fttioen 3al^lenfolge fein. 3Hfo mu^ /^ (a?) ^ fein, ^aU^f(x) 
eiiftiert Sbenfo mu^, mcnn f (x) mit mad^fenbem x abnimmt, 
f{x)£0 fein, fatt« f (x) ejiftiert. 

§ 35. »eiftiiele. 

1. y = c* ^at bie Umlel^rung a? = logy. 

2. y =sin a; ift ftetig unb nimmt beftänbig gu (oon — 1 biä 1), 

%9t»(& t97: fiotoaUtoSli, 3nf{nUef{nialte(^nung. 5 
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wenn x ©on — ^ bis g- roäd^ft. 3)ic inocrfc gunition x-^q>{y) 

ift alfo in bem S^teroaH (— 1, 1) ftctig unb wäd^ft bei jund^mcn^ 
bem y. Offenbar ift 9 (y) = arc sin y. 

\^(xi bie inoerfe Munition arctg y. 

3)ie inoerfe gunition ju y = cos a; (0 ^ a; ^ jt) ift arc cos y. 

y — cota; (0 ^ a; ^ jr) ^at bie inoerfe ejunition arc coty. 

3)ie jpllometrifd^en Munitionen finb alfo bie in= 
oerfen ber trigonometrifd^cn. 

3. y =aJ™ löfet fid^, yotxvx m eine ber ^ciblitix 1, 3, 5, . . . in 
iebem Ql^teroatt (a, 6) umlel^ren, weil y' = wa;"»~^ (ba w— 1 
gerabe) pofitio ift unb nur für a;««0 oerfd^roinbet. 3)ie Umle^* 

rung lautet Yy . 

3ft m eine ber S^i^Ien 2, 4, 6, . . . , fo lä^t ftd^ y = af» nid^t 
in jebem S^tcroatt umle^ren, roo^I aber in jebem Qlntcroaff, roeld^eä 
bie 9JuII nid^t umfd^lie|t. 3« (0, 00) lautet bie Umlel^rung 

aj = + y"* , in (0, — 00) bagegen x^ — y^ , 

§ 36- Jllffewntliitfam Jiw twwfie« 4rttttktt0tt]em 

y = f{x) fei für a ^ a; ^ 6 ftetig unb nel^me beftänbig ju, 
xoma X oon a biä 6 wäc^ft. 

®8 ejiftiere überbieä in (a, 6) überall bie 2lbleitung / ' {x) 
unb fte fei nirgenbä null*). 

3ft y eine fefte unb y + ä irgenb eine anbere 3^^! jroifd^en 
A unb 5, ift ferner a; — 9) (y) unb a; + ä = 97 (y + ä), f l^at xc^oxi, 

y(y+^)— y(y) ^ ^ 1 _ 

h 
folglid^ 

1- y(y+^)--y(y) 1 
S, ^ ^7M' 

weil mit k aud^ ä nad^ SRutt lonoergiert. 

•) Silad^ ber ©emcrlung am ©d^Iug öon § 34 ift bann f (x) 
ftetiS t)ofitio. 
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3)ie inoerfe ^^unltion i^ot alfo jmifd^en A unb B überaE eine 
SlbleituttB 9?'(y), unb c8 ift 

92ad^bem mir bemiefen l^aben^ ba^ 9>'(^) ^fti^/ fönnen mir 
und bei ber mirllid^en Sered^nung oon 9'(^) ber in § 32 %t%f&zMXi 
Siegel bebienen. SJanad^ ift baS Differential oon ^ =- /*(ir) immer 

ob mir nun o? ober ^ ald unabhängige SSerönberlid^e betrad^ten. 
9lel^men mir y ald unabl^ängige SBeränberlid^e, fo liefert unS biefe 
©leid^ung 

dx r/ N 1 

Oeometrifd^ betrad^tet ift biefe Slelotion jmifd^en f{x) unb 
^>\y) ^txsio^ ©elbftDerftänblid^eg (ogl. gig. 12). f{x) unb ^>($\ 
ftnb Slid^tungdlonftanten ber Äuroentangente in P, unb jroar /^(o:; 
in Sejug auf bie ir=Sld^fe, 9?'(^) in Se^ug auf bie ^^Sld^fe. 3)arauS 
fielet man, ba^ jjebe ber rejiprole SBert ber anbem fein mu^ (wie 
cot fp oon tg fp), 

§ 37. JDtfer^nttatian Her ^QUomdrifi^en ^Funktionen. 

1. ^ = arc sin x 

\fiX bie Umlel^rung x =■ sin 3/. "^^x — 1 < a? < 1 ift 

dx « cos y dy 
unb 

dy^ 



cosy' 

alfo: 

dx 
d arc sin x 



yi — a;* 

3)ie SBurgel ift pofitio ju nel^men, meil (nad^ ber Definition oon 
arc sin) y jmif d^en — |- unb |^ liegt, alfo cos y > ift. 

2. y = arc cos x 

l^at bie Umlel^rung x = cosy. gür — 1 < a? < 1 ift 

dx = — sinyeiy, 

6* 
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unb 

- dx 

alfo 

, dx 

a arc cos a; — — 



yr^x^' 

S)ie aaSurjcI ift aud^ l^tcr poptio ju ncl^mcn, weil (nad^ ber S>cfU 
ttition »Ott arc cos) y jiDifd^cn unb 7t liegt, alfo siny > ift. 

3. y ^ Bjcctgx 

f)ai bic Umlcl^tta a? = tg^. gut jcbcd x ift (ogl. ©. 53) 

dx^(l+tg'y)dy, 
alfo 

da; 
dy 



1 + «* 

eiarctga;« ^^,. 

4. y «= arc cot a; 

^ bie ttmle^rung a? — coty. gut jcbcS x ift (ogl. ®. 53) 

da; = — (1 + cot*y) dy, 
alfo 

- dx 

da; 
darccota; = — -_^^r 

§ 38. Jllffewntiattim Jer JDotenjrel^iett. 

3)ic 5ßotenjrcil^c a,) + <»i^ + <»8^^ + • • v bercn Äonoergcnj^ 
rabiug nic^t gtcid^ 9lutt fei, ftettt im 3««ßi^« beS Äonoergenj= 
interoaffä eine gunition f{x) bar. SBir wollen je^t oerfud^en, bie 
9l6Ieitung oon 

fix) — «0 + a^x + a^x^ H 

}u bered^nen. 

3Bären„faftanc"Äoeffijienten gleid^Sluff, alfo /*(a;)eine ganje 
rationale gunition, fo l^atten wir 
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3Bir werben bctoeifen, bo^ biefe fjonnci immer gilt. Sa- 
näd^ft }eigen mir folgenbed. 
^ie ^otenjreil^e 

fjat benfelben Jtonoergenjrabiud mie 

«0 + «1^ + «2^* H 

3ft a; ein beliebiger SQBert im 3«««tn be3 Äonoergenjinter- 
oatteä t)on Oq + a^x + Oga?' + . • •, fo lönnen mir im 3««ßi^« 
biefcg Snterootteg Xq fo mäl^Ien, ba^ | a? | < | rCß | ift. 3Bir miffen 
(ogl. @. 41), ba^ fid^ bie S^^^ «»^o^ ^^f<^ ^"^ *^'^ 3<^'^tcw 
*«^o~^ ^'''^ ^" ^^" enblid^cä ^nteroott (— (r, G) cinfd^Kc^cn 
laffen, fo ba^ | a^x^ \ < Cr ift. 9lun ^at man aber 

folglid^ 

a)a \q\<l ift fo lonoergiert bie Sleil^c (bgl. S. 40) 

alfo aud^ 

|ai| + |2a,aj| + |3a,a:«| + ... 

3ft o; ein 9Bert im Innern bed JtonoergenginteroaKS oon 
«1 + 2a2X + Sa^x^ + • • •, fo lonoergiert bie Sleil^e 

\a^\ + \2a^x\ + \3a^x'\ + ''', 

alfo aud^ bie Sleil^e {a^xl + 2 la^x^] + 3 |aja^| + • • • unb um 
fo mel^r bie Sleil^e | «o I + I ^i^ I + I ^^* I + • • • 

Slud^ bie Sleil^e 2 • la, + 3 • 2a^x + 4 • Sa^x^ -\ , bie 

au^ % + 2a^x + Sa^x^ -\ — -in berfelben SEBeife*) entfielet mie 

biefe aus Oq + «1^ + «2^* H / ^^* baäfelbe Äonoergenjinteroall 

mie Gq + a^x + a^x* -\ 3)aä ®leid^e gilt tjon ber SReil^e 

3 • 2 . la, + 4 . 3 . 2a^x +54. 305^;" + • • • u. f. f . 

9Bie bigl^er feien x unb x^^ jmei SBerte im Innern beg Jton- 

oergenjinteroallä ber Steige a^ + a^x + a^x^ H , unb eä fei 

I ^ l< I ^0 1 ^^^^^ ^ motten mir eine nad^ 5WuII lonoergierenbe, 



*) iRftmlic^ burd^ gUebtoeife auiSgefü^rte Differentiation. 
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aber x>on 9Jutt oerfd^tebcnc ©rö^c cerftcl^cn unb annel^incn*), bo^ 
aud^ I a? + Ä I < I ajQ 1 . 3)ann ift 

©uttral^ieren totr l^icn)on 

9,(35) = a^ + 2ajir + Sa^x* -\ , 

fo lotnmt: 

SRad^ bcm äRittctoertfa^ ift nun: 

wobei S» jwifd^en a; unb a; + /* liegt. (Sä wirb l^ietnad^ 

(a^ + ^-o;^ _ ^^^^ ^ w(Sr '- ^""'). 
Stuf ®tunb beS SKittelroettfo^eä ift aber femer 

wobei g„ jwifd^en x unb g^, alfo fidler jwifd^en xmi x + h liegt, 
äiaeä in aUem ift alfo: 

(^±fc^" - nx^'^^ n(n - l)i-«(§, - x), 
mitl^in 



weil 



|S„|<kol«nH5,-a;|<|Ä|. 
3e^t lönnen wir aber fd^reiben**): 



*) S)iefe 53[nna]^me ift luegcn lim ä «= erlaubt. 
**) S3et einer abfolut fonöergenten Stetige ift | t*i + 1*, + 
Heiner ober gleid^ l«*i i + |w, ; H 
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3)araug folgt 

ober 

lim /^(^ + ^)-^(^) _ ^(a,), al\o ip(x) - f^x). 

* = 

3)ie 5Potenjreil^c ao + ^h^ + ö^a;' H l^at alfo im 

Snnern il^rcäÄont)crgctt5itttcrt)on8übcralI btcäbicitung 

Ol + 2a2X + Sa^x^ -\ 5Dlan crl^ält fie, inbem man bie 

Sleil^e ao -f a^x + a^x^ + • • • gltcbmcifc biff crcnjiert. 

§ 39. Titmtvitmitn. 
8ered|ititttg ber 8iigaritl|itteit. 

®8 fei I a? I < 1. 3)ic gunftion 

f(x)^\og(l+x) 
f)ai bic Sfticitung*) 

/^ (^) - i^ - 1 - ^ + ^* (»8l. ©.33.) 

2)iefe ^otenjreil^e ift ober bie 9((Ieitung t>on 

-^w - T ~ T + y 

®d ifl alfo 

2)arauS folgt (ogI.@. 58) 

F{x) ~ /"(rc) = c 

(c eine Sonftantc). 9lun Iiat man aitt F(0) =- f(p) — 0, alfo 
aud^ c — 0. SDlitl^in ift l?'(a?) — f{x), alfo 

log(l + a;)==^-^ + ^-... (|a.|<l) 

3n biefer Sleil^e bürfcn mir, meil babci | a? | < 1 Bleibt, x burd^ 
— X eric^en. 2Bir erl^alten baburd^ 

1 /i \ X X* x^ 
l0g(l -05) «------- 



*) Wan bettle an bie 3)ifferetttiatiott ber aufammengefeftten 
tSftttt!tiotten. 
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©uBtral^icrt man biefe Beiben Stetigen, fo ergibt jtd^ für 
bie gormel 



log(l +a;)-log(l--a;) = log^i-| 



%f±-i-^(? + ? + ? + ■••)■ fl'K') 

3ft n eine bcr S^W^ 1/ 2, 3, . . ., fo barf man in biefer fjormel 
offenbat 

fe^en. 3)ann mirb aber 

l + a;_ 2n + 2 _ n+1 
1 — a; 2n n ' 

unb man erl^ält 

fjür « — 1 liefert biefe %otmel 

1^^2-2(1+31, + ^.+ ...) 

@e|t man 

2^/. , 1 1 , , 1 1 \ 

**"" 81^^"^ 8 9 "^ '*'"♦" 27=:!^^/ 

fo mirb 

log2 = «^ + «^, 
unb man i^at 

'' ^ 8(27+109^ (^ + 9 + 9^ + " 7 
alfo 

*" 12(2^+1)9"-^* 

^iemad^ ift ed (eid^t^ log 2 mit oorgefd^riebener ®enauigleit ]u 
beredten. 

gür « — 4 liefert unfere gormel 

log5-log4 = 2(i+3^ + 3l,+ ...). 
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aif tft 

log5-21og2 + |(l + 3^^ + ^ + ---)- 

$ierau8 lä^ fid^ log 5 mit ootgefd^ricbcncr ©enauigicit bercd^ncn. 
3Bir Knncn alfo aud^ log 2 + log 5 « log 10 beliebig genau be- 
red^nen unb 

^ = 1-5^'*) 

ben 9Jlobul (ogl. ©. 52) ber gemeinen Sogoritl^men (b. f). ber 
Sogctritl^men jur 33afi8 10). SKuItipßjieren mir bic fjonnel für 
log(n + 1) — log ** w^it M unb fd^reiben ftatt ^®log lurj Log, 
fo gewinnen mir 

Log (w + 1) — Log n 

" ^^\2n+l + 8(2n+l)» + 6(2n+l)» + ' * 7' 

3Kit ^ilfe biefer formet lä|t fid^ eine Sogaritl^mentafel bered^nen. 
SBünfd^t man bie Sogaritl^men ber ganjen Scä^lm t>on 1 big 10^ 
fo genügt ed, bie Sogaritl^men ber ö^teSigen S^^fjkn }u bered^nen 

(benn e« ift j. ». Log 13 - Logi^,- 3 + Log 13000). 

3n obiger gormel ift alfo n ^ 10* ©e^t man nun 

L0g(w + 1) - Log« = g^q;^ + ö^, 

fo wirb (meil 2jr<l) 

*» < 8(2n + l)»r "'" (2n + l)« + (2n + l)* "• j 

ober, ba 

1 . _i_ . _JL_4. L__«JÜL±i)!_ 

•^ ^ (2n + l)« ^(2n + l)* ^ 1 2n(2n + 2) 

(2n + l)» 
ift, 

» ^ 12«(n + l)(2n + 1) ^ 24w» ^ 10"' 

Äennt man alfo Log n (wie eS j. 35. bei ber 2lnnal^me n =■ 10* 
ber gatt ift), f o ift 

Log(n+ 1) « Logn + ^j^-r-^ 

bid auf weniger ald eine @inl^eit in ber 13. 2)e3imale. 
*) SDlan finbet Jf= 0,4842944819 . . . 
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8eref^itttttg ber S^ÜI ^• 

(Ss fei roiebcr | a? | < 1. 3)ic gunltton 

9)(a?) = arc tga? 
I^at bie 9lBIeitung 

2)icfc ^Potettjteil^c ift aber bic Slblcitutig oon 

@8 ift alfo 

folflltd^ 

<P(a;) — q)(x) =^ c. 

c ift aber, weil a>(0) = unb g)(0) «= 0, gleid^ SRuH, tnitl^in 

arc tg a? = 0? — y + y (| a; | < l) 

Se^en wir*) 

fo toirb, wenn < a;„< 1 jft, 

1 — icj 1 — ajj 
s - arc tgx^ = 1 ~ a:^ «— + — ^ 



eine alternierenbe Steil^e, in roeld&er bic S3eträc\e ber ©lieber eine 
abfteigenbe fjolge bilben. 3« "^^ 2^öt ift nad^ bem in § 31 httok^ 
fenen verallgemeinerten ^IKittelroertfa^, wenn wir f(x) « 3;*"+^, 
^(a;)«a;8''-ife$en**). 



l-a^ 



.«v+i 



weil rr„ < g„ < 1. ^ieratiS folgt aber 






,,!^+i i-«^;-i 



< 



2v + l ^ 2v — 1 



•) 3)iefe fReil^e ift lonöcrgcnt (ögl. @. 33). 
♦^ S)ie »ebingung 9'{x)'^0 ift erfüllt. 
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35ci einer altcmierenben Stetige biefer 2lrt jtnb aber, tote toir toiffctt, 
bie 5ßartialfutntnett tnit uttgerabetit ^niei größer, bie titit gerabent 
Sttbej Heiner ate bie Summe ber Sleil^e. SKitl^in ift 

1 — «• 
1-«, 8-^<s-arctgrc„<l~a;^. 

Saffen wir nun x^ na^ 1 f onoergieren (moBei aber immer x^<l 
bleibt), fo ergibt ftd^ 

lim (s — arc ig x^ = 0, 
alfo 

lim arc tg x^ «=» arc tg 1 =* «. 

2)amit ift bemiefen, ba^ unfere fjormel für arc tgx auä) im gatte 

a? = 1 nod^ gilt*). 3)a nun arc tg 1 = ^ ift, fo l^aben wir 

4 ^ 8^6 7 ^ 

3)aS ift bie Seibnif^fd^e Sleil^e für j, bie aber für bie Sered^nung 

oon 7t fel^r ungeeignet ift. 

9(m bequemften mirb bie Sered^nung oon 7t, wenn man ftd^ 
folgenber Überlegung bebient. 

3lu8 ben Formeln für cos (^^ ± tp^) unb sin (^^ ± tp^) folgt 



tg(<)Pi±<Ps)-r:p^^ti7/ 



3ft nun tg9 =-T, fo wirb nad^ biefer fjormel 









ig2g> 


6 
"" 12' 








tg4:ip 


120 
119 


= l + n9 


/ 






tg(49>- 


3- 


tg49 + l 


1 

289 


^iemad^ l^at 


man 

4t 


TT 
— 4 == 


"•°*?239- 





*) 3n äl^nlid^er SBeije jeigt man, baß bie gormel für log (1 + x) 
and^ im gotte x^l nod^ gilt; bag aljo log 2 = 1— -+-— j+ • • ift. 



76 II. ^iffercittialred^nutiö. 

2lnbcrerfcitä tft 9? — arc tg -, alfo 

J-4arctgi-arctg2j5, 

\239 3 . 2398 ^ 6 . 239» / 

3lai) bicfcr formet l^at man n bis auf 707 3)cjimal|iettcn 
bcrcd^nct. ®ä gibt ein paar franjöfifd^e SScrfe, mit bercn $ilfc man 
jtd^ bic erftc» 30 S^ff^^ »^n jc metfen lann. Sic lauten: 

Qne j* aime ä faire apprendre nn nombre utile aux sages! 
Immortel Archimöde, artiete ingönieur, 
Qai de ton jngement pent priser la valeur! 
Pour moi ton probl^me eut de pareils avantages. 

@rfc^t man jebcS SBort burd^ bie 3ö^I feiner Sud^ftaben, fo 
erl^ält man bie erften 31 3ifFc^ ^^n n; hinter ber erften von il^nen 
ftel^t baä Äomma. 2luf bicfe SBeife ergibt fid^: 

7C =» 3, 141592653589793238462643383279 . . . 

3>tt iittiiittiff^e Selirfa^. 

3Bir fd^iden folgenbe Semcriung oorauä: 

SBcnn jwei 5Potenjrcil^cn für |a;| < ^ lonoergieren unb biefelbe 
©umme l^aben, fo finb fie übcrl^aupt miteinanber ibentifd^. 3ft 
nämlid^ für |a;| < q 

»0 + »1^ + «1«?* H =» &o + ^^ + ^8^* H / 

fo ift aud^ (oergl. § 38) 

a^ + 2a^x + Sa^x^ -\ ^h^ + 26,a? + 26,a;* • • • 

®iefe ©leid^ung lann man micber bifferenjieren uff. ©e^t man 
überall x^O, fo ergibt ftd^, ba^ allgemein a^ — b^ ifi 

®ä fei nunmcl^r m eine pofitioe ganje 3ö^L 2Bcnn man 

(1 + x)"^^ (1 + x)(l + X) ' ^ ^ (1 + x) 

au8multipli}iert, fo ergibt ftd^ ein Slefultat oon folgenber f^orm: 

(1+ x)'^^l+c^x + c^x'+c^a^+. . .♦) 
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S)urci^ Differentiation erhält man 

fn(l + 0?)"»-^= Ci + 2^20? + 3ci>x*H 

SDlultiplijiert man beibcrfeitS mit 1 + a;, fo lommt 

tn(l + a:)«- Ci + 2c2X+ 363^:»+ • • • 

+ <\x •{- 2c^x^+ ' ' • 
Slnbererfeit« ift aber 

m(l + a;)"*« m + mc^x + wcjic' + . . . 

2)araud folgt 

c^^m, 2c,= (m— l)q, Scj =- (w — 2)c2, • • •, 

alfo 

m fn(m — 1) m(m — l)(w — 2) 

^1 1/ ^ 1.2 ' ^ 128 

ajlan pflegt 

m{m — l)(m — 2) . ■ . (m ~ A; + 1) /z, 1 9 q ^ 

mit m ober (w);^ ju bejeid^nen.*) 
3la^ bem Obigen ift bann 

2)iefe gormcl ift ber binomifd^e Sel^rfa^ (bie SinomiaI= 
formcl) für pofitioe ganjjal^Iigc ©iponenten. 
SBir mijfen, ba^ für | a? |< 1 

jJ^«(l + a;)-i«l--x + a.« 

ift. 3)a nun 

ift, fo lönncn mir fd^rciben 

a+^)-^=i+("i>+(~2y+--- 

*) 3)iefe SBcjetd^ttung ttjcubct man aud^ au, Wenn m nid^t ganj 
unb pofltit); fonbem eine beliebige anbere 3^^^ ift- 

**) ^e Siafte brid^t ob, ba (w);^. für ä; > iw öcrfd^rtinbet. 
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2)ic 33inomialformcI gilt alfo oud^ (oorauägcfc^t, bafe I « | < 1 ift) 
für bctt (Sjponentcn — 1. 

2Bir xooüen je^t eine ^otenjretl^e fud^en^ bie im Innern i^red 
Äottocrgenjintcnjattä mit fxi) felbft multiplijiett 1+x liefert, gl^r 
Slnfangäglieb ift offenbar gleid^ + 1. SBir tonnen aber annel^men, 
bafe eä gleid^ 1 ift.*) 3)ann lautet bie 5ßotenjreil^e 

l + airc + Ogic^H , 

unb ed foS alfo im 3nnem il^red JtonoergenjinteroaQd 

(1 + a^^x + a^x^ H )(l + a^x + a^x^ -\ ) =» 1 + a? 

fein. SJifferenjieren voxx, fo lommt 

2{1 + a^x + a^x^ -{ ){a^+2a^x + ^a^x^-\ ) = 1. 

3Kultiplijieren wir auf beiben Seiten mit 1 + ajir + Oja?* + • • • , 
fo ergibt fid^ 

2{l+x){a^ + 2a^x+ ^(hx'+ ...)=- 1 + «i^+ a»^'+ • • • 

ai + (2a, + ai):r+(3a3+2a,>«+.-.==i(l+aiaj+a8a:^+...). 
hieraus folgt 

»1=2' 2a2-ai(i~l), 303-08^-2), • • -, 
alfo 

a)a 

\-i* n 

a^x"" *-« + ! 

bem Orenjroert — x juftrebt, fo l^at bie 5ßotenjreil^e 

ben Jtonoergenjrabiug 1 (ogl. @. 34). @e^en n)ir 

fo ift na(^ bem Obigen 

2r(a;)(l + a;) = f{x) 

*) ^nbentfalli» multi))liiieren mit bie Steige mit — i. 
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s 

ober, wenn vaix butd^ 2 (1 + xy bmbieren, 

\(.i+x)i; 

alfo 

• f{x)^c{l+x)^. 
2)ie fionftante c ift aber flleid^ 1, roetl für a; = fowol^l f{x) alä 
aud^ (1 + xy gleici^ 1 roirb. @8 ift fomit 

(- 1< OJ < 1) 

2)ic Sinomialformcl gilt alfo aud^ für bcn ©iponcntcn 

g, wenn I a? I < 1, aber nid^t, roenn | a; | > 1 ift. 

3e^t fei fi eine beliebige, aber oon 0, 1, 2, 3, . . . »er- 
fd^iebcne S^^I- 2Bir fud^en eine ^otenjreil^e, bie für | a; | < 1 gteid^ 
(1 + xY ift. Sie l^at bie %oxm 1 + b^x + h^x^ + • • •, unb wir 
Derlangcn, ba^ für | a; | < 1 

l+b^x + b^x^+ (1 + xy 

fein fott. 2)urd^ Differentiation ergibt ftd^*) 

b^+2b^x+ 3b^x^-\ = ^(1 + Äj)^"^ 

SRuItipIijiert man beiberfeitä mit 1 + a;, fo lommt 

(l+x)(b, + 2b,x + Sb^x'+^'')^li(l+b^x+b,x^+"'). 

Daroug folgt 

fo ba^ "" ^ — = _ , a; nad^ — x lonoergiert unb bie 
b^x f' -h 

^otenjreil^e 

*) %l. bie ^ifferentiattottSregel in S^h. 2 beS § 33. 
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ben Jtonoergenjrabiud 1 l^at. @e^en toix 

g>{x) « 1 + 00. + Qx'+ . . ., (- Krr < 1) 
fo ift nad^ bem Dbigen 

ober, wenn man mit (1 + a?)-""^ multipliziert unb burd^ (l + a?y^ 
bioibiert, 

(i +xr^'(x)-i^(i+xr-^q>{x) ^ 



b.^. 



alfo 



(1 + *)*" 



()p(a;) - c(l + a;)^. 

S)ie Äonftante c ift ober gleich 1, «teU 9)(a!) unb (1 + «)" für 
o; => Beibe gkid^ 1 ftnb. ®8 ift bemnad^ 

(-1<X<1). 

3)ie Sinomialformelflilt alfo, wenn |a?|<l ift, für jcben 
@lponenten. 

§ 40* ^ilfm TiHtxtmitn nnt ^xpxtntxüt. 

3)ie ^unftion f(x) l^abe in bem gnteroatt (a, b) überall eine 
Ableitung f(x), ®d lann fein, ba^ fix) in [a, h) mieber eine 
Slbleitung ^at. SHefe bejeid^nen mir bann mit r{x) unb nennen 
pe bie jroeite Slblcitung t)on f(x). iQai f'{x) in (a, h) mieber 
eine 2lbleitung, fo bejeid^nen mir fie mit f'\x) unb nennen fie bie 
britte Ableitung oon f{x) ufm. @8 ift alfo 

ober 

df{x) = /•'(aj)^^;, df{x)^f\x)dx, dr{x)^r{x)dxr- 

SOlan betrad^tet in ber S)ifferentialred^nung, menn x bie un- 
abl^ängige SSeränberlid^e ift, dx als eine t)on o; gänjlid^ 
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unabhängige ®r9^e. @teSt man fid^ auf biefen @tanbpunft, fo 
ift bad Differential t)on df{x) 

ddf{x) - df{x) • dx - f\x)d(if, 

bad SHfferential l^ieroon 

dddf{x) « df\x) ' dx^ - r{x)dx^ 

ttftt). aJlan fd^reibt ftatt ddf{x), dddf{x), . . . 

^VW, e^Y(a:), . . .*) 

unb nennt biefe ©rö^en bag 2ste, 3-te, . . . Differential t)on f{x), 
S)a8 wste Differential l^ftngt bal^er mit ber w^ten Slbleitung 
burd^ bie gormel 

jufammen. $iemac^ ift 

b. 1^. bie wste Slbleitung t)on /*(a?) gleid^ bem n^ten Differential 
t)on f{x) bipibiert burd^ bie w^te $otenj t)on dx. 

®d fei jeftt (mie in § 32) y^F{u) eine ^Junltion oon w in 
{a, ß); femer fei u = /"(o?) eine gunftion von x in (a, 5), bcren 
SBerte in bem S^teroall (a, ß) liegen. Dann lä^t fid^ y aud^ als 
^nltion t)on x betrad^ten, unb jmar ift y =» F(flx)). SBir motten 
bie fuljefpoen Differentiale biefer gunftion beregnen. SQBir nehmen 
an, ba^ in (a, ß) überatt bie Slbleitungen 

F'{u),F"{u),... 

ebenfo in {a, h) überatt bie Slbleitungen 

n^), n^), . . . 

ejiftieren, fomeit fte in unfern Sfotmeln auftreten. 
Sunäc^ft ift (nac^ § 32) 

dy « F'(u)du 

Daraus ergibt fid^ (nad^ ber Siegel für bie Differentiation eine« 
5ßrobuItS) 

d^y « dF\u) . du + F\u)d^u 



*) SWon Heft bie«: d jttei f{x), d brei f{x), . . . 
**) ©tott {dxy fd^reibt man furj dx"". 
a9lu(8 197: ttoxoaletoiU. ^nfitiiteflinalrei^itung. 6 
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ober^ ba nod^ § 32 

dF\u) =- F'\u)du 

ift, 

d'^y = F'\u)du^+ F\u)d^u, 

SBeitcr finbet man 

d^y = F"\u)du^+ SF'\u)dud^u + F'(u)d^u 
ufro. 

SBur bic crftc t)on bicf en Formeln, b. i). dy = F\u) du, 
fielet fo au3^ atd iDenn t« bie unabhängige SSeränberUd^e 
wäre. ®8 gibt ober einen fpejietten gatt, wo fte alle fo auS= 
feigen. 3ft nämlid^ w = ^o? + f* (X unb f* Äonftanten unb A^O), 
fo wirb du =- A(iaj, olfo 

d?u = 0, d*w — 0, . . ., 
fo bag allgemein 

^«3, «. F^^){u)du'' 
mirb unb 

^ ^ dt** 

3m allgemeinen ift jebod^, für «> 1, JF^">(m) leineäroegS 
gleid^ d'^y bioibiett butd^ du^. 

§ 4L M^ifXtit. 

1. SBit fanben (§ 29), ba^ 

(sina;)' « sin (^ + f)/ (cosa?/ = cos Ix + |j 
ift. aRit^in wirb 

(sina?)" = sin (a? + 2 g], (cosa;)" == cos ix + 2-j 
unb aEgemein 

(sin a;)^'*^ = sin f a; + ** ö^) / (cos a?)(**) = cos \x + n-A- 

2. SBir miffen, ba^ (e*)' = e* ift. golglic^ mirb 

(«*)(«) = ö*. 

S)ie ^^Ition e* l^at alfo bie Sigentümlid^Ieit, ba^ i^re fdmtlid^en 
älbleitungen ebenfaEd gleid^ ^ ftnb. 

3. 35ie gleite 

^0 + ^i(^ - ^o) + c,(a? — a?o)^ H 
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lonoevgiere füt \x — Xq\ <q. 3lmnm wir il^te ©umme f{x), fo 
ift (»gl. § 38) im 3«neni »on (a;o — ?, «o + p) 

/(«) = Co + <i(* - "'o) + c»(* - «o)* + • • •/ 
/^(a;) = Ci + 2Cj(a; - x^) + 3cg(a; - x^y + •■■, 
f\x) = 2(^ + 3 • 2Cg(a; - a^o) + 4 • 3c^(a; - a:»)» + • • -, 
r'(a!)-3.2ci + 4-3-2c4(a!-a!o) + 5-4-3c6(a;-a;o)»+-v 

hieraus folgt 

^0 /V^oy/ n 11 / ^^ 2! ' « "" 31 '*•• 
®S ift olfo für |a? — a?ol <? 

SSon F{(c) mögen in (a, l) bic Slbtcitungen 

cjiftteren. Xq unb % feien jroei SEBerte in {a, ft). SSäit wollen unS 
fragen, wie genau F{x^ burd^ 

J-K) + ^^^'(^o) + • • • + ^(=^J^^"-^^W 

borgeftettt toirb. SQBir wollen unä atfo mit ber ©ifferenj 

^. - F{^,) - F{x,) - ^^r (a^o) - • • • 

(♦» — 1)1 -^ '^'^o>' 

6ef(pfttgen. @e$en wir 

»(») - -FW - -f (») - ^y'(») - ■ ■ • 
fo ift a>(a;o) ^ \ unb a>(a?i) =- 0. 2)ie ^Junftion a>(a;) ^ot 
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auf ©ninb unfcrcr SBoraudfe^ungen in {a, h) eine Slblcttung, unb 
jroar finbct man 

9lun tooKen mir unfern oevaKgemeinecten SJlittelwertfa^ (§ 31) 
auf bie 6eiben gunitionen 0{x) unb 

«?(«) = {x^ — xy 

anwenben (jp eine pofttitie gonje B^P)- Siad^ ienem @a|e tft*) 
9{x,) - J>(a;.) ^ g-(|) 

y(«,)-9»(«,) y'd)' 

b. ^. es ift 

hieraus ergibt ftd^, roenn man 

I — a;, + ^(x, — Xj) 
feftt, 

^. - ^^^-i)T/^^^"^K + ^(^1 - ^«)); 

O Hegt jmifd^en unb 1. 

aOSir fönncn fomit fotgcnben ©a^ auäfpred^cn: 2Benn F{x) 
in (a, h) n — mal biffetenjierbar ift unb x unb o? + ä in 
{a, h) liegen, fo gilt bie tJormel**) 

F{x + Ä) = F{x) + ^F\x) + ^ r' (0.) + . . . 

unb man l^at 

®a6ei ift p eine beliebig gewählte pofitioe ganje 3^^! 
unb 0<-^<l. 

©e^en mir h = dx, fo lautet bie gformel: 

F{x+dx)^F(x) + -j|— H — g— H — + -^::ri)r + ^«' 

*) S)ic ©ebingungen bc« ©aje« pnb alle erjüllt. 
•^ SWon nennt fte bie 2;a^Ior|c^|e gormel. 
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unb für JB„ l^at man 

{ d''F{x)]jg^^j^ bcbcutct, ba^ nad^ Silbung oon d^F^x) für a; ju 
fc^en ift a; + 'ö'Ä. 

Slod^ lürjcr fd^reibt fid^ unfcrc gortnci, wenn wir JP(a?) =» y 
unb l^(a? + cJo?) — F{x) = ^y fe^en. ®ann nimmt fie folgenbe 
(Seftalt an: 

^^11+ 21 +--- + (n-l)I+ (n-l)5"<^'^3^>*« + ^*- 
(0<'^<1) 

gür i) =- n l^abcn wir 

^3^ ^ TT + "TT + • + (.r=iy! + — ^Ti — ' 

f ür i? == 1 

^y « if + -/ + ••• + (T-ii + V=- V^^^^'^^*- 
O unb -ö* liegen beibe jroifd^en unb 1. 

SBenn F(a?) in (a, h) unBefd^ränlt bifferenjierbar ift, b. ^. 
aCe Ableitungen beft^t, unb a; unb a? + ä in (a, ft) liegen, fo fann 
cä fein, btt^ in ber S^a^torfd^en gormel- 

limJB„ = 

wirb.' Sft bieä ber gatt, fo ^abcn wir (t)gt. § 17) 

F{x + Ä) = J'(^) + Ajp"(:t) + ^^^F"{x) + ... 

95ic redete Seite biefer gformel nennt man bie S^a^torfd^e Sleil^e*) 
ber gunftion F{x). 

SBenn für w =- 1, 2, 3, . . . unb für atte SßJertc Q' jwifd^en 
unb 1 

\F^''){x + ^h)\<A 

ift {Ä fott eine Äonftante fein), fo fann man ftd^er fein, ba^ B^ 
*) 3« gaUe aj = nennt man fie bie 3Rac*fiaurinf(i^e 8flei^e, 
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nad^ 


9lua lonoergiert. 3« ier SCat ift für i) -= » 






^»-S^<->(^+^Ä), 


alfo 




!^.l<'^^- 


9lun 


rotffen rott 


; ober (§ 22), ba| bie Steige 

14.1*1+ '^l' + --- 
^^ 11 ^ 2! ^^ 


fonpcrgcnt ift. 


£)arau8 folgt 




lim 


iL = 0, mtt^in aud^ limB, = 
§ 44. Ütifvitlt. 



1. e* liegt mit feinen Slblcttungen (bie, wie wir roiffen, alle 
gleid^ c* finb) jroifd^en c** unb c*, wenn x bcm S^tematt (a, &) 
onge^ört. sinrc unb cosa? fmb mit tl^ren fämttid^cn Ableitungen 
bem Setrage nad^ fteiner ate 1. %üx oHe biefe gunftionen gilt 
folgltd^ bie gormel 

F{x + h) = F(x) + ^F'(x) + ^^F"ix) + ... 

Srfe^en mir x burd^ unb h burd^ x, bilben mir alfo bie 3Dlac= 
Saurinfd^e 3leil|e 

F(x) = F(0) + ^ J"(0) + f[ J"'(0) + . • •, 

fo finben mir 

COS a;=i — 2, 'il — *'*' 

a: x^ x'^ . 

8ma;= j-j -gj- -6!" + "*- 

2. y = log(l + ä) ^at für a? > — 1 aOe ableitungen. ©ö 
ift nömlid^, mcnn mir 1 + a; = w fe^en*). 



*) e« liegt l^ier ber goll t* = ^ir + ft öor, ben ttir in § 40 
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(f»y«(-l)(-2)u-«eiw^..., 
alfo wegen du = dx 



'te 



(- !)«->, ^. = (-!)(_ 2)«-»,..., 



da;"" ' da;' ^ '''" ' da; 

g-(-l)(- 2).. .(-« + !)«-. 

gut 0? == tptrb log (1 + x) null, unb bie Sfbleitungen nehmen 
bie SQSerte an: 

1, -1, 1-2, -123,..., (-1)— 11.2.3... (w~l). 
Die ÜRacsßaurinfd^e gormel lautet alfo: 

log(l + a;)-f-^ + ... + fcli^- + Ä., (— 1) 
unb man l|at 

3ft |a?l < 1, fo fe$e man i> = 1 unb fd^reibe 



(0<^<l) 



(-vf-^[i^^Y- 



(i 



1 



B^^ \ :'A ^r^) x\ 



i + d'x \i + »x) 
2)a ^x jmifd^en — -^ unb ^ liegt, fo liegt 

alfo jmifd^en unb 1. 3lu^erbem ift offenbat 1 + ^a;^ 1 — -ö^lo?! 

>l-|a?|. 

Sllfo ^aben mir 

folglid^ lim Ä^ = unb 

log(l+*) = f-Y + y--- 
©enn a? == 1 ift, fo fe^e man jp = ». 95ann mitb 
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alfo 



l-R»l<" 



fotgUd^ lim B^^O unb 



log2-l-A + i-... 

3nic btcfe Slcfultatc ftnb uns fd^on Bclannt, unb wir wtffen 

aud^, ba^ bic Stetige j — y + y füra;^ 1 unb \x\>l 

nid^t fonDcrgtcrt, fo ba^ olfo bic gormcl 

log(l+a?) = --- + - 

nur für — 1< a; ^ 1 gilt. 

3. y = (1 + xy ^t für a? > - 1 aUt Sttleitungm*). 
©e^cn wir wicber 1 + a? « w, fo ift 

dy = (iii/'-'^du, d*y = |[i(|[i — l)w^-Mw*, . . ., 

alfo wegen du = dx 

3ffit a; = rebuateren ft($ it'^'j^t,-- «uf 
SHe SRac^Saurinfd^e «^ottnel lautet olfo: 

(1 +0.)''= 1 + 0* + (;)..«+. ..+^j^-^+u., 

unb man ^ot 

Sffienn j«! < 1, fo fe^e man i> — 1 unb fd^ret6e 



3)er britte g<^ft<>^^ K^9t ^i^ ^^^ wtjfen, jwifd^en unb 1 
ber jroeite jwifd^en 1 unb (1 + a?)^~^ 3ft K bie größte unter 



*) 3)ett tripialcn ?fall ^ = o fd^Ueßen tctr im folgenben q«|. 
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Sol^Icn 1 unb (1 + aj)""S fo ^aien xoxv 

|j?j<«(;)w-^^- 

Slun lonoetgiett fttt |a| < 1 bte Steige (©. 79f.) 
folglid^ aud^ bie Sleil^e 

unb ed tfl ballet 

mithin limÄ^ = 0, fo ba^ wir l^aBcn: 

(l + a.)^ = l + C)^+ßy+---(W<l). 
®icfc8 aiefultat tfk unä fd^on befannt (t)fll. § 39). 

§ 45« jUtfintrut unn jllltimntit. 

9Ran fagt, f{x) ^ait an bcr ©tcHe x^ ein SKajimum*^ 
(9Rintmum), wenn fid^ um a;© ^i'i S^t^ifwall (xq — b, Xq + e) 
lonpruicren lö^t, fo ba^ f{xQ) bcr größte (Ilcinftc) guni* 
ttondwcrt in biefcm S^t^^^oall ift. SBir fc^cn oorauS, ba^ x 
int gnncrn cincS S^^^^^^^^ttd (a, ft) Kcgt, in wcld^em f(.x) bcfinicrt 
ift. ^r SRajima unb ÜRinima f)at man aud^ ben gcmeinfomcn 
SRamcn Sjtrcma (^ßluraliä oon ®jtrcmum). 

SBenn f(xQ) ein Sjtremum ift unb bie Slbleitung /^(xq) 
esiftiert, f o mu^ /'(xq) = fein. 

SfM^I < */ f^ ^^^^ ^^^ S)ifferenjcn 

f{x + Ä) - f(x) unb /"(a^-Ä) - f(x) 

baöfelbc 3^^^/ ölfo bie Differenjenquotienten 

f(x + h)^f{x) ^^^ f(x^h)-f(x) 
h — h 

entgegcngefe^te geid^en. 3lmnm mit u ben pofitioen, v ben negos 



*) ober f(x^) fei ein SWa^imum (SWinimum). 



90 



II. SHfferenttaltcc^nunö. 



Siß. 18. 



tbcn von xf)nm, bann l^at man 

lim « = f'i^o) unb lim v == r(^o)- 

bcr jrocitcn, ba^ f{^o) ^ fein ntu^. ^olglid^ tft f (a?o) = 0. 
Sin bcr ©teile x = Xq tft alfo bte Stangente 
ber Silbfuroe t)on f{x) parallel jur oj-Sld^fe, 
SKan fie^t fofort, ba| bieS nur eine not= 
roenbige, aber feineSroegS eine l^inreid^enbe 
Sebingung für baä Eintreten eines @jtre= 
niumS ift (ogl. ^ig. 13). SBei^ ntan nur, 
ba^ /^(xq) =- ift, fo lann man nod^ nid^t 
Bel^aupten, ba^ fix^) ein ÜRajintum ober 
9Rinintunt ift. gn ber 5Praji§ lann man 
biefe Sel^auptung gemöl^nlici^ auf ©runb 
bes folgenben ©a^eö mad^en: 
SBenn f(x) im Sttnern tion (xq^-b, Xq + e) überall eine 

Slbleitung ^at unb biefe Slbleitung ift für x<Xq pofitio, 

für x>Xq bagegen negatio, fo ift fix^) ein 3Rajimum. 

3ft bie 2lbleitung für x <,Xq negatio, für x> Xq bagegen 

pofitip, fo ift /{xq) ein 3Kinimum. 

Sm erften %aüe gilt nämlid^ folgcnbeS: SBenn x t)on x^ — e 

bis Xq junimmt, fo mäc^ft f(x); nimmt aber x weiter oon Xq bis 

^0 + ^ 8"/ f^ ttiwimt f(x) ah. 3m jroeiten gatte ift eS umgefel^rt. 

§ 46. ®x'iptx Ulli hlnttp^r J^mktxmBmtxt xn tintm 
tnUxiftn ^rtUxmVi. 

f(x) fei für a ^ ir ^ fe ausnahmslos ftetig. ®in in (a, h) 
entl^alteneS S'^teroatt (a, ß) motten mir ein auSgejetd^neteS 
3^etlintert)all t)on (a, h) nennen, menn eS in (a, h) leinen gunt 
tionSmert gibt, ber bie fämtlid^en ^nftionSmerte in (a, ß) übertrifft. 

SBenn man (a, h) mittelft beS SBerteS c = ^^^— in (a, c) 

unb (c, h) jerlegt, fo ift menigftenS einS ber beiben S^eilinteroatte 
ein auSgejeid^neteS. ©onft liefen fid^ nämlid^ in (a, h) x^ unb x^ 
fo mäl^len, ba^ 

für a£x£c f{x) < ({x^), 

für c^x:^l f{x)<f{x^) 
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roäre. @incr bcr bciben SQäcrtc f{x^, f(x^) toäre atäbann größer 
afö attc gunftionStDcrtc in {a, b), roa« offenbar ein SBiberfprud^ ift. 
®ä gibt olfo in (a, b) fieser eine auSgejieid^nete ^älfte (a^, b^), 
ebenfo in (a^, h^) eine auSgejeid^nete ^älfte (öt,, h^) ufro. 3ft i 
ber gemeinfame ©rengwctt t)on a^ unb b^, fo lä^t ftd^ jeigen, ba| 
/'(S) t)on feinem gunftionSroert in (a, 5) übertroffen wirb. 
SBäre j. S5. /^(lo) > f{^\ fo flö^e eS 

in (oi, fti) eine ©tette gj, fo ba^ /"(lO ^ f(^,), 

in (dg, ^g) eine ©tette Sa. fo ba^ /^fe) ^ /'(Si), 

in (o,, 53) eine ©teOe J,, 'fo ba^ /^(l«) > /•(!,) 

ifi, ufro. ®o lim 5„ = S ift, fo ^at nton tcegen ber ©tetigfeit 

limZ-CU^/"®. 

ainbrerfeit« ift aber lim f(Q ^ f{^^) > f(i), 

SBenben wir biefelbe Setrod^tung auf — f(x) an, fo gelangen 
n)ir ju einem gunftionSmert /*(§), ber in (a, b) bcr lleinfte ift. 

6ä gilt bemnad^ ber folgenbe (jum crften 3KaI t)on 2Beier- 
ftra^ auögefprod^ene) ©a|: 

SBenn f(x) für a^o?^ 5 ausnahmslos ftetig ift, fo 
gibt es in (a,b) eine ©teile S unb eine ©teile S, fo ba^ 
f(^) ber größte, /"(i) ber f leinfte SQSert ift, ben f(x) in (a, b) 
annimmt. 

Siegt 5 im gnnem oon (a, 6) unb cjiftiert bort bie Slbleitung 
f(^)f fo ift notmenbig /^(J) =» 0; benn oon ben ®ifferenjenquo- 
tienten 

m+ h)-m) f(^^h)-^m) 

h / ZTk ^*^'^ 

ift ber eine u großer gleid^ 9?utt, ber anbere v Heiner gleid^ 5Wuff. 
S)a bei nad^ 5tuÖ fonoergierenbem h fomol^I lim w = /^(^), als 
oud^ lim t; == f(^) ift, fo lann f{^) meber pofitio nod^ negatio 
fein. 393enn S im ^Jnnem oon (a, 5) liegt unb bort bie Slbleitung 
f(x) eiiftiert, fo ift /"(l) = 0. 

SKan fann l^ierauS einen neuen SeroeiS beS 2:^eoremS oon 
Slolle geroinnen (§ 30). 5Waci^ ben bort gemad^ten 3SorauSfe^ungen 
mu^ nämlid^ roenigftenS eine ber beiben ©teilen |, Mw^ S^nem 
pon (a, b) liegen. 



92 II- 2)iffcrcntialrcd^nutt0. 

§ 47. ßtififxtlt. 

1. Oj, Og, tfg, • . •/ ^n f^^^^ gegebene Sö^I^- ®i^^ \vi(!^tn x 
fo ju beftintmen, ba^ 

möglid^ft Hein wirb. SBir finben 

f{x) = 2(a; - ^J + 2(a: - «a) + . . . + 2(0? - aj 
/ ai+a, + ... + « \ 
= 2^1^ n j- 

§iet tft 

füt .<-^±.^±:::^ r(x)<o, 

bagegen 

für a;>-^^^J ^ r(^)>0. 

3)arauö feigen wir, ba^ bie ^nftion /"(a;) an ber ©teile 

»1 + «* H h «„ 

ein SWinimum unb jugteid^ i^ren Ilcinften 393ert l^at. 

2. ®in g9Ünbtif<|e§ (oben offenes) ®efä^ ju fonftruieren^ roet 
d^eä bei gegebener Dberfläd^e einen ntögtid^ft großen S^J^alt l^at. 

r fei ber ©runbrabiuä unb h bie $ö^e beä ©efä^eS. 3)ann 
ift bie Dberfläd^e 

jrr^ + 2%rh =- iS, 
ber 3«^ölt 

Tcr^Ä = F. 

3)a aus ber erften ©leid^ung 



%rh ^ 



2 

folgt, fo wirb 

^ Sr — Tcr^ 

S)ie SSeränberlid^e r ift, wie bie ©teid^ung für -S' lel^rt, auf baS 
Snteroaa (o,"|/|) befd^ränlt. 

dV _ S—Snr* 
Jr 2 
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ift pofitit) für < r < ]/^ unb negatio für ]/^ < r < "j/^. 
2)ie ^nftion F ^at alfo für r — y:^ ein 5IRajitnum unb juglcid^ 

il^rcn größten SEBcrt. ^crcd^nct man h, fo finbct man h = l/g^ • 

Sä ift alfo Ä = r. ®a8 ®cfä^ mu^ fo bcfd^affcn fein, ba^ 
bie $öl^e gleid^ bem ®runbrabiud ift. 

Ifitxinhtxlxi^tx. 

3Bir Befd^ränfen und auf ben ^aQ t)on jmei unabhängigen 
SSeränberlid^en x, y, bie mir al8 SlBf^iffe unb Drbinate eines ^Punl- 
ted in SSejug auf ein red^tmintligeS ^d^fenpaar beuten moSen. 

SQBenn eä fid^ um eine gunition z = f{x, y) ^anbeß, fo brandet 
fie nic^t für atte Sffiertf^fteme {x, y) befiniert ju fein, fonbem nur 
für eine geroiffe SKannigfaltigfeit f old^er SBertf^fteme ober, geometrif d^ 
gefprod^en, in einer geroiffen ?ßunftmcnge (ogl. ©. 10). ^iefe ^PunJEt* 
menge lann j. S. auS allen ^ßunlten eines Sled^tedfä beftel^en, beffen 
leiten paraSel }u ben ftoorbinatenad^fen fmb; x unb y finb bann 
ben Sebingungen 

a^x^h, c^y^d 

untenoorfen. @ine foU^e ^unttmenge moUen mir alg ein (jmei^ 
bimenfionaleä) S^teroall bejeid^nen unb bafür (a, h; c, d) 
fd^rei6en. 

SQBir nel^mcn je^t an, ba^ f{x, y) in bem gjnteroatt (a, 6; 
c, d) befiniert ift.*) 95ann ift, menn c^yQ^d, 

q>{x) ^ f(x, y^) 

in bem S^teroaH (a, h) eine tjunition öon x unb 

menn a^XQ^b, in bem S^iteroatt (c, d) eine gunftion oon y. 
©jiftieren nun 9>'(a?o), '^'(yo), fo nennt man (p\xf^) bie 31 b* 
leitung oon fix, y) nad^ x unb VW ^^^^ SlBleitung oon 
f{Xf y) nad^ y (xn ber Stelle {xq, y^. Seibe l^eifeen bie 
partiellen 3lbleitungen oon f{x, y) an ber ©teile {xq, y^) 

•) Damit ift nld^t auSgejd^Ioffen, baj f{x, y) auc^ nod^ für anbere 
fünfte befiniert ift. 



94 II. 3)iffercntlaltc(i^ttunö. 

unb i^rc Scred^nung bic partielle ©tfferentiation. 9Kan l^at 
für 9>'(^o) *>iß SSejeic^nung fx{x^, y^, für t'W i>i« Sejcid^nung 

e^iftteren fx{x, y), fy{x, y) in bem gnteroatt (a, h\ c, d), 
fo fann eä fein, ba^ fie fid^ an ber ©teile {x^, y^ roieberum nad^ 
a? unb y bifferenjieren laffen. 3)ie Silbleitungen t)on /lj(a?, y) na(^ 
X unb y an ber ©teile (xq, y^) bejeid^net man mit 

fxxixQ, y^) bjro. fxyi^Q, y^, 

bie Slbleitungen t)on /y(a;, y) nad^ a; unb y an ber ©teile (äq/ ^o) 
mit 

©iefe oier ©rö^en nennt man bie partiellen Slbleitungcn 
jroeiter Drbnung oon f{x, y) an ber ©teile {x^, y^), ^n äJ^m 
lid^er 3Q8eife werben bie partietten Slbleitungen britter unb l^ol^erer 
Drbnung befiniert unb bejeid^net. ®d gibt, mie man fielet 2* par^: 
tielle 3lbleitungen w^ter Drbnung. %iJix geroöl^nlid^ rebujiert fx^ 
aber i^re S^l auf n + 1, mad man mit ^ilfe beS folgenben ©a^eS 
nad^roeifen lann: 

9QBenninbem3nterüall(a,fe;c,(?)/^'yUnb/^'a.esiftieren*) 
unb an ber ©teile (xq, y^) in (a, b; c, d) ftetig finb, fo ift 

^ie ©tetigleit einer Munition von jmei SBerönberlid^en mirb 
gang ä^nlid^ bepniert mie bie einer gunftion t)on einer S8eränber= 
lid^en. F(x, y) l^ei^t an ber ©teile {x, y) ftetig, wenn au8 
lim ic^ = a;, lim t/^=y immer fcilgtlim^(a?„,yJ=JP(ic,y);babei 
muffen alle fünfte {x^, y^) fomie aud^ ber 5ßunlt (x, y) ber ^ßunft* 
menge angehören, in ber F{x, y) befiniert ift. 

Um nun ben obigen ©a^ ju beroeifen, betra(^ten mir ben 
3luSbru4 

Kh + ä, yo + ä) - f{x^ + h, yo) 

--/'(a?o/yo + *) + /'K/yo); 

(a?o + ^,yQ + ^) fott roie {x^, y^) in (a, &; c, d) liegen, ©e^en mir 
hix) ^ f{x, y^ + h) - f{x, y^). 

unb 

/i(y) = A^o + ^/y)-/'(^o/y)/ 



*) S^atürlid^ muffen bann aud^ f^ unb f ejijHerenr 
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fo iDtrb ber obige Sludbrud gleid^ 

fii^o + Ä) - /i W =- K(Po + ^1^) 
unb aud^ gleich 

h(yo + *) - /*«(%) =- ^fiiPo + ^2^) ; 
-^1 unb ^, liegen jwifd^en unb 1*). 
3Ran ^at aber 

unb 
^»(^o + ^2*) = /"yC^o + Ä/ ^0 + ^2*) - fÄ^Of yo + M) 

^1 unb -^2 liegen wieber jwifci^en unb 1**). 
SBBir wiffen alfo, ba^ 

ift. ßaffen wir h unb ä nad^ 9luII lonuetgieren, fo lonoetgieren 
bie beiben ©eitcn ber ©leid^ung naä) fiy{xQ, y^) unb fyxix^, y^, 
fo ba^ fLy{x^, yo) « fix(xQ, yo) fein mufe. 

Differentiale t^onf{x,y). 

SBBenn /"(a?, y) in einem S^^teroatt befiniert ift unb an ber 
©tette {x,y) in bemfelben bie partiellen Slbleitungen fx, fy ejiftieren, 
fo nennt man ben äluSbrud 

fx{xy)h + fy{x, y)h 

baö Differential oon f{x, y) an ber ©teile {x, y) unb be= 
jeid^net eS mit df{x, y), h unb k finb jroei ©rö^en, bie oon 
^/ y öänjlid^ unabl^öngig finb. ©e$t man in ber Formel 

dfix, y) ^ r.h + fyJc 

/* = 0? unb /" =» y, f ergibt fic^ 

dx = Ä, dy =^ Ic. 



*) 2)le ©ebinqungen be« 3JiitteI»crtfa6ei8 finb ouf ®runb unferer 
Soraudfe|ungen erfüllt. 

♦*) ku^ ^iet fiub Mc »cbingungen be« aJHttelttJcrtfQfeeg erfüllt. 
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SBir fonncn alfo h unb k alg bic 2)ifferentiale wn x unb y ie- 
ttad^ten unb fd^reiben 

^fi^f y) == fxdx + fydy. 
3)a8 S)iffcrcntial t)on d/'(a?, y) bejctd^nct man mit d^f{x, y), baä 
Differential l^ieroon mit d^f{x, y) ufro. 9Ron l^at*) 
d^f{?i,y)--df:,dx + dfydy 

= fxxdx^ + fLydxdy + fyxdxdy + /^'^e^y* 
ober, wenn /^«y — /^'^ tft, 

^f{^, y) = /^'*d^ + ^fLydxdy + /;Vei3^*. 
3n äJ^nlid^er SBeife bered^net man d^f{x, y), d^f(x, y) ufm. 

JP(w, v) fei eine gunition t)on w, v in bem gnteroatt («, ß\ y, S), 
fix, y) unb g{x, y) ^unftionen t)on x, y in bem Sntewatt \a, 5; c, d; ; 
ou^erbem feien f(x,y) unb ^(a?,y) fo befd^affen, ba^ immer 

« ^ /"(^z y) ^ /3 unb y ^ ^(a;, 3/) ^ ^ 
ift. ©e^t mon bann 

w = /'(a?,y), v=^g{x,y) 
unb 

^ - JP(t«, v), 

fo ift je^ burd^ äSermittelung t)on u unb t^ eine ^nltion t)on o; unb y, 
unb jmar mirb 

SBir motten baS Differential dz bered^nen. SBorauägefe^t 
wirb, ba^ in {a, &; c, d) /;, fy,9x,9y ejiftieren, unb in U, ^; 
y, d) Fu, F'^. aSon Fu, JPi forbern mir femer, ba^ fte in (a, ß; 
y, 6) ftetig ftnb. 



jd^(p(jd^<p) fei ber 3umad^d, ben eine Munition 9 erfäl^rt, menn 
man x burd^ x + Jx (y burd^ y + Jy) erfe^t**). ^ann ift 

+ F(u, V + J^v) - F{u, v), 

*) dx unb dy ftnb aU ^onftanten an^ufel^en. 
**) (x, y) uttb (a; + jdx, y + ^y) mögen beibe in {a, 6; c, cf) 
liegen. 
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alfo naä) bcm aJlittcfocrtfa^ 



folglid^ 






Saffcn wir Jx nad^ 9hitt fonoergicrcn, fo wirb 

alfo 

hmJ^u = 0, liniii/^t; = 0. 

3Kan l^ot bal^cr, weil Fu unb JPi an bcr ©tettc (w, v) ftctig jtnb, 

]iaiF'u(u + ^JxU, V + J^v) = F'u{u, v), 

lim F'^ {u, V + &Ja:v) « JPi (w, v) 
unb 







= lim 




-J"» 


«; + j?".»;. 


ebcnfo finbet 


tndti 


= lim 




-f: 


«; + FW,. 


@g ift fomit 













dz =« isida: + Zydy = jPm^w + F^dv. 

®cnau cbenfo würbe baö Differential de ausfeilen, 

wenn u unb v bic unabi^ängigen SBeränberlid^en wären. 

SBenn bte jweiten Slbleitungen von u unb v in (a, h; c, d^ 

ejiftieren unb bte jweiten Slbleitungen t)Ott F{u, v) in {a, ß; y, S) 

ftetig finb, fo l^at man*) 

d^z^dFudu^dF'^dv 
+ -F^d^tt + F'^d^v, 
alfo 

d*;? = F'iud'v? + 2JP'Je,dt*(lt; + K.di;» + F'ud^u + -F^^t;. 

*) aSir benujen l^ier, ba^ d{^v)^udv-\-vd%k ift. %^ ergibt 
fid^ aui? ber allgemeinen gormel für dz, toenn toir Fiy,, v) = wt? 
feien. 

9[9tu(0 197: ftotoaletoSli, ^nfinitefitnalred^nung. 7 
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3)ie SluSbrücfe für d^z, df'z,,., laffcn ftd^ aud^ leidet cr= 
galten. 3«t>^föH3 f^^cn bie gormcin für d?z, d^z, . . . anbcrä 
aus, afö vDmn w unb v bic unabhängigen aSerdnbcrKd^en ftnb. 316er 
wenn u unb v t)on ber gorm Aa; + ^ty + v (A, fi, v Äonftantcn) 
pnb, fe^en fie ebenfo au8, weil bann d^u ^ d^u = . . . = o unb 

d«i; « d»t; =....« ift. 



S)ritte8 Kapitel 

§ 50* Hob mbt^immit 3nttsttil. 

SJBenn J?'(a;) für a^x^b bie 2lbleitung /"(a:), alfo baS 
2)ifferential f(x)dx f)at, fo nennt mon F(x) ein Sntegral t)on 
/*(«) ober t)on f(x)dx in bem gnteroatt (a, h) unb fd^reibt 

F(a?) ^ff{x)dx 

(Fix) gleid^ Sntegral /*(a;)da:)*). 3)iefe gomtel ift alfo oöttig gleid^^ 
bebeutenb mit 

dF(x) =- /•(ir)da?. 

3ft ^o(^) «i»^ Sntegral oon f(x)dx in (a, 5) unb F(x) 
ebenfaEd ein fold^ed integral, fo l^at man 

dF^{x) - f{x)dx, dF(x) - f{x)dx, 

alfo 

d(F{x) - Foix)) - 0. 

F(x) — JPo(a?) ^at bemnad^ (t)gl. ©.58) für a ^ a? ^ 6 einen 
fonftanten aSJert C, b ^. es ift 

F{x) - 2^o(^) + ^. 
Umgelel^rt ift JPo(a?) + 0, mag aud^ bie Äonftante C fein 
mag, immer ein 3*^*^9'^ö'^ ^<>« f(x)dx, meil 

^(l^'oCaJ) + Ö) = eil?i(a:) - /•(aj)da; 
ift. 



*) SBenn -F(aj) nur im Snntvn öon (a, 6) bie Slbleitung fix) 
l^at, jo jagen toir, Fix) fei innerl^alb (a, 6) ein 3iitegral öon fix). 
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Fq(x) + C nennt man, weil barin btc unkftimmtc Stom 
ftantc C auftritt, baä unbeftimmte 3*i*^9^<^'^ ^^n f(x)dx, 
Scbcd 3*i*«9tal t)on f(yci)dx lä^t jtd^ auä bem unbeftimmtcn Sntc^ 
gral burd^ @pe}ialiftentng ber Äonftanten C, ber fogenannten 
Sntegrationölonftantcn, "erhalten. 

®inc gunitton f(x) integrieren ^ei^t il^r unbeftimmteä 
Sntegral finben. 

§ 5L Mffidt. 

1. 3fi ^ ^^ AonDergen}rabiug ber $oten}reil^e 

aQ+a^x + a^x^-\ 

unb fe^t man 

f{x)^aQ + a^x + a^X'" (\^\<9) 

f wirb innerl^alb (— q, q) 



/' 



fix) dx^C + a,x+'^+'''/- + 



3la^ % 38 ^t nämli^ bie Steige 

aud^ bcn Äonoergenjrabiug q unb für |a?| <(> bie 3lMcitung f{x). 
f SnSbefonbere wirb 



/< 



{aQ + a^x-\ \-a^af')dx 

a.x^ a^ojÄ + i 

S)aS 3«*egral einer ganjen rationalen gunition w=tcn 
®rabc8 ift alfo eine ganje rationale tJwi^ftion (n + l)5ten 
®rabeg. 

2. 3)a8 Siitegral einer rationalen gunition ift feineäroegä 
immer mieber eine rationale fjunltion. ^r w — — 2, — 3, . . . 
ift in jebem Snteroatt, toeld^e« bie SRutt nid^t entl^ält, 

a — r-T=" ^ dx, 
n+l ' 



alfo 



ß 



n + l 
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2)a9e8cn ift für a? > 

rdx 

weil dlogx^ -^, unb für x<0 

weil d log (— x) = _^^ = -^ • ferner ergibt pd^ auä d arc tg ^ 
(2 a; 



1+0?« 

J'rl^^C'+arctga:. 

Slu8 d aro sin a? =- , f olat 

/* dx ^ . . / N 

— =r =» (7 -f- arcsina;. (—1 <ir<l) 

yi— ä' 

(Sbenfo folgt auä 



d\og(x+Yr+x')^- 

yi + x^ 

ift. 

3. SBenn a; > unb w + 1 ^ 0*), fo i)at man 

t? 7-T '^^x^dx. 

n + l 

älfo ift für a? > unb w+ 1 ^ 

3. 35. ift für a; > 

rx''^dx^C+2x^ 

*) 3)cn SaH, ttjo n eine ^ofttiöe ober negatiöe ganje gal^I ift, 
^ben ttjir fd^on erlebtgt. 





öelft)iele. 


ober 




4. S)a 


/-=o+.V.. 


fo ^at man 
3n8befonberc ift 
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5. «uä 

d^— cosa;) = sinajda;, dsinx = cosxdx 
folgt 

Jsmxdx = (7 — cosa?, fcosxdx « + sina;. 

3luä ^^ ^^ 

d tff a? «« — i- , d ( — cot x) = -.-X- 

ergibt fid^ 

— ? = C+tgic, /-.-?- = (7 — cot a? ; 
coB'a; ^ ' J Bia*a: * 

im erften ^oUe ift x auf ein ^nteroaS }u &ef(l^rän!en^ in meld^em 
cosa; nid^t null ift, im jweiten gatte auf ein S^teroatt, in weld^em 
sina; nid^t nuS ift. 

f{x) fei in bem S^t^r^^^tt {a, h) übcratt poptit) unb l^aBe bie 
äbleitunfl f(x), 3)ann ift (nad^ § 33) 

d\Ogf(x)^—^y- , 

alfo 

}. 93. I^at man, xotan sin x in {a, h) nirgenbd nuE ift, 

/coB X dx v^ . , 
— ; « C + log Sin X , 

ebenfo, xottm cos a? in (a, h) nirgenbä nutt ift, 

/Biaxdx ^ , 
^^^ = C-logco8a:. 
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§ 52. IjUfsnilttfl fax yerriitfinliintg nn inttgtaitn. 

1. fef(x)dx^eff(x)dx, 

in SSotten: eine jtonftante barf man vor baS Sniegral- 
)ei(^en stehen. SemeiS: 

d(cf{x))^edf(x). 

2. /(/•(x^ + g(x})dx ^Jf{x)dx+Jg{x)dx, 

inSEBorten: bad integral einer Summe iß gleid^ ber Sum- 
me ber integrale ber Summanben. Semeid: 

dit (X) + g{x)) = df{x) + dg{x). 

£er @a| gilt für eine beliebige enblic^ Xnga^I oon Summonben. 

3. aSemt f[x) unb ^(x) innerhalb {a, h) bie Ableitungen 
/'(x) unb g'(x) ^aben, fo i{t 

f{x)g{x)^fg{x)f{x)dx 

eine ^[unftion mit ber Sblettung 

olfo ein Sntegral oon f{x)g'(x)dx. 23ir ^Bcn bemmul^ 

Jf{x)g'(x)dx - /(x)^(x) ^fg(xy(x)dx. 

3)aS iß bie Siegel ber partiellen Integration. Sie fu^ boS 
Sntegrol Jf{x)g'{x)dx auf bad (unta Umßanben cinfaij^ere) 
integral Jg{x)f{x)dx gurficf. 

4. F(u) ^6e für a ^ « ^ /J bie Sbleitung J^(ii) — fp{u\ 
f(x) für a < X ^ 6 bie Ableitung f(x), unb fix) liege beßöm 
big in (a, ß). fHa^ § 32 fyd bann F(f{x)) bod 3)iffocntial 

9(/w)r(x)cfx. 

Snbemfeitä aba ^ F(ii) bad ^Differential 

fp(t4)du. 
ÜRit^ iß oermöge « = f*[x^ 

J^(u)du ^Jffifjc )f(x)dx, 

SHefe gformel jeigt, mie man in bod integral ffp(M}dm eine neue 
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SSetänberlid^e einfül^rt. ÜRan etfe^t u burd^ f (x) unb du burd^ 
burd^ f {x) d x. 

§ 53. Mffitlt. 

1. / -g^ }u Bercd^nen; x beroegc fid^ in einem gnteroatt, 

in nield^em sin x nirgenbS »etfd^roinbet. 5D?an l^at 

/dx r BitLX dx r%m X dx 

sin a? '^ J sin' x ^^ J 1 — cob'oj * 

SRun ift aber 

\ = Jl( \ + \ ) 

1 — cob'ä 2 \1 — cosaj 1+008 05/ ' 

alfo 

/dx 1 r%mxdx.l f* Binxdx 
Biax "~ 2J 1— cos^ "^ 2 J l+cosa; 

« Y log(l — cosa;) — Ylog(l + cosa?) 
ober roegen 

1 — cos a? «— 2 sin* -g" / 1 + cos a; »= 2 cos* ^ 
fc^lieglic^ 

2. S)urd^ partielle Integration finbet man 

J 6~*a;da? — — e~*a;+ J e"dx, 
J 6-*a?*(fa; — — 6-*a?* + 2 je"'xdx, 

J e""" (xf da:« — 6"*a;" + n f 6~*af*-^(?» , 
fo ba| 

Jc-^a;" c?a?« — e-*(a?~ + »a;"-^ 
+ w(w-l)a;«-*+...+w!) + (7 
ift, ober wenn mir x'^^fix) fe^en 
/c-V(^)^^ = -e--(/^(a:)+r(a;)+...+/<»)(a:)) + C. 
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S)iefc gormel gilt aud^, wenn f{x) eine Beliebige ganje ra= 
tionate ^nltion n4en ©rabed ift. 

3. Um ba8 3«t«8^<i'^ / ]/ fxf ^^ J^ bcred^nen (— l<a? 
< 1) fe^e man a; = cos y, Ö < g? < jr. Dann mirb 

-t/l — X -i/l — COBqp 1 — COBqp 

Y 1 +05 "~ r 1 + cOBqp flinqp ' 

unb 

1 l/jqj-da;«= / (cosg) — 1)^9 = C — g? + sin <p 
= C— arc cos a: + ]/! — a?* . 

f{x) fei für a ^ a; ^ 6 ausnahmslos ftetig. Slßenn («, /5) 
ein beliebiges in (a, 6) enthaltenes 3^*^^^^^^ ift, fo wollen wir 
mit M{a, ß) ben größten, mit m (a, /5) ben Heinften in (a, ß^ 
ootfommenben ^JunftionSmert bejet^nen. ®aS ^Probirft (ß — a) 
mal M (a, ß) motten mir B (a, ß) nennen. 

3ft cc<y<ß, fo ^at man 

meil M(€c, ß) ^ ilf («, y) unb M{a, ß) ^ Jf(y, ß). 
SBir motten je^t (a, b) in bie ieilinteroatte 

jerlegen (a < «i < ai, < • • • < a?p_i < ft) unb biefe S^^Ö^ng mit 
mit 3 bejeid^nen. S)ie Summe 

nennen mir 

um il^re 9(bl^ängigleit oon (a, b) unb 3 l^eroorjul^eben. 

S)er Sefer möge in SBorten auSbrücfen, maS i8^(3) bebeutet 

3)ie S^I^gung 3 9^^^ ^uS 3 baburd^ l^eroor, ba| man eins 
bet aieilinteroatte, etwa («, /5), in jroei 2:eile (a, y) unb (y, /5) 
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jerlegt. Um l^^{S) 8" erl^ötten, mu^ man in 5^(3) baä ®Kcb 

B(a, ß) \mx^ B(a, y) + B{y, ß) 
crfc^cn. SBtT bütfcn ba^cr pd^cr fem, ba^ 

<(8)^s:(3) 

ift. i8^(3) t)er8rö^ert jtd^ alfo nid^t, xomn man einä ber a^eilinters 
t)alle in gmei Steile jetlegt. 98enbet man biefe Semerlung mel^nnatt 
an, fo crlennt man, ba^ ^(3) f ^ «i^t oergrö^ert, wenn man 
von 3 burd^ SBeiterteiluna (b. 1^. burd^ ^ingufügen neuer ^txU 
punite }u ben alten) ju einer neuen S^^^^i^M üBergel^t. 

3i/ 3«/ 3». • • • f«i rinc tJöIge t)on 3«^Iegun9en be8 3nteroatt8 
(a, 6), d^ fei bie üRajimallänfle ber J^eilinterDatte von 3« (f<> 
ba| letnö größer ate rf„ unb mentgften« eins gleid^ rf„ ift). SBir 
mollen nur fold^e f^olgen von 3^I^9^ngen (etrad^ten, wo jlebed 
3„+i aus 3« i^wrd^ SBeiterteilung eriftel^t unb mo au^erbem 
lim d„ — ift. 2)erartige fjolgen nennen mir auggejei^netc. 

3ft nun 3i, ^, 3,, . . . eine auSgejeiti^nete golge t)on 3ers 
legungen beS S^teroallS (a, h), fo l^at man fidler 

<(3i)^s:(3,)^<(3,)^--- 
gfir jebe Seflegung 3 »f* «6er*) 

(6 - «)«.(a, 6) £ Ä* (3) ^ (?> - a) Jf (a, 6) • 
2)ie tjolge 

<(3i),^„(S,),s:(3,),... 

ifit alfo a^fteigenb unb liegt in einem enb(i(i^en ^Intervall, fo )>a| 
(na<^ § 15) 

lünfi:(3j 

ejiftiert. SBir motten biefcn ©renjroert mit S^ Begeid^nen. 

Sc^t fei 3i/ 3»/ 38/ • • ^^i^"^ ^"^ aniett auSg^eid^nete 
golge von 3«rlegungen beS S^tcroattö (a, h) unb 

limSl(3J»^. 

*) gebe« ®Ueb (ß — a)M(ce^, ß) in Sj(8) ift nämlidd größer ober 
gleid^ (/J — a)m(a, 6) uttb Heiner ober gleic^ {p — a)M{a, h). 
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©reifen wix ouiS ber §oIge 

ein ®Keb ^(3) i^crauS unb nel^men wir cot, ba^ 3 i^^^eilinters 
t)alle_aufroeip. 3)te 2:eilinten)atte t)on 3« jerfatten bann in Sejug 
öuf 3 ^^ V^^i Älaffen: 

1. fold^e, bic in einem ber 2^eiKnten)affe t)on 3 liegen, 

2. fold^e, bie wenigftenä einen ber S^eilpunfte von 3 i« il^rem 
Snnem entl^olten. 

Offenbar fann eS nxi)i mel^r ate p — 12:eilintert)atte gweiter 
Älaffc geben. 

3)ie ©lieber B{a, ß) öon S^(3J nennen wir ©lieber erfter 
ober jroeiter Älaffe, je nad^bem (a, ß) jur erften ober jroeiten Älaffc 
gel^ört. ^ie ©lieber }n)eiter klaffe geben eine Summe, bie Heiner 
ober gleid^ 

ift (d^ bie SKajimallänge ber 2:eiIintcrt)aHe oon 3J- 3)ie ©lieber 
erfter Älaffe fmb gufammen nid^t größer ate ^(S)- ®8 ift bal^er 

alfo wegen lim d„ = 

««< 5^(3), folglich auc^Ä^^Ä*. 
©enau ebenfo ergibt fid^ 





sl^K 


Sßtt fönnen alfo fd^Ke^en, 


ba^ 






ä:= 


< 


i% 







Ä^(3) f onoergiert alfo immer nad^ bemfelben ©renj« 
wert Sf^, menn 3 irgenb eine auSgejeid^nete golge oon 
3erlegungen be8 Si^^eroallö {a, b) burd^Iäuft 

SQBir miffen, ba^ 8^ (3) immer größer ober gleid^ {b -- a)m(a, b) 
unb Heiner ober gleid^ (b — a)M{a, b) ift. 3)a8felbe gilt folglid^ 
aud^ oon /S^ unb ba bie gunition Q) — a)f(x) ftetig ift, fo gibt c8 
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(Dgl. § 30) in {a, h) eine ©teffc g, fo bo^ 

SBcnn a<c<h x\t, fo l^at man 

Um bted ju bemeifen, braud^t man nur eine auSgegeid^nete $oIge 
3i/ 82/ 3$/ • • • jw betrad^ten, in bcr 3i i>ie gerlegung t)on (a, 6) 
in (a, c) unb (c, b) ift. Ä*(3«) fpaltet jtd^ bann in gmei Seftanb= 
teile, t)on benen einer nad^ S^, ber anbere nad^ 8^ lonoergiert. 
3Rad^en mir bie ^eflfe^ung, ba^ immer 

fein fott, fo gilt, wie man aud^ a^/ a:,, a;, in (a, 6) mäl^Icn mog, 
immer bie Formel 

(*) «^+s:^+«:^-o. 

©benfo iji immer, wie aud^ a? unb a; + ä in (a, b) liegen mögen, 
(**) s^+* « /^/«(x + ^Ä) . (0 ^ ^ ^ 1) 

Se^t motten mir bie gunltion 

betrad^ten unb oon il^r geigen, ba^ fie in (a, h) überall bie 2lb= 
leitung f(x) ^at 3)amit l^aben mir bann bie ©siftenj eine« 3«' 
tegrate oon f(x) beroiefen. 

9lad^ ^ormel (♦) ift, menn bie beiben SBerte x unb a; + ä in 
(a, b) liegen, 

alfo nad^ (♦*) 

F(x + Ä) - F(x) - hf{x + ^h) 
unb bal^er (megen bcr ©tctigfeit oon f(x)) 

F\x) = fix) obet dF{x) = f{x)dx. 
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aJlan fd^cibt für Ä^ 

X 

ff(x)dx 

a 

unb lieft bicfeä Symbol fo: 

,^ntegral f{x)dx t)on a big a?." 

gm ®egenfa| ju bem unbeftitnmtcn Sntcgtol nennt man 

X 

rf(x)dx ein beftimmteä S^tegral. ®S ift unter bcn uncnb^ 

a 

lid^ t)ielen S^tegralen t)on /"(a;) boSjenige, roeld^cS für a: = a ben 
aBert ^at. 

3ft <I>(a?) irgenb ein 3"^«9^^äI t)on /"(a;), fo fönnen, roie wir 

X 

roiffen, 0(x) unb jf(x)dx nur um eine Äonftante C bifferieren. 
68 ift alfo 

X 

ff{x)dx== 0{x) + C. 

a 

©e^t man a: =- a, fo ge^t biefe ®\tvSfm% über in 

= 0{a) + C, fo ba^ C 0{a) 

ift unb 

X 

(♦♦♦) ff{x)dx =- Ö>(a;) - (l>(a). 

S)ie redete ©eite biefer roid^tigen gormel pflegt man mit 

}u bejeid^nen. 

SBcnbet man bie obigen Setrad^tungen auf bie fjunition — f{x) 
an, fo tritt an bie ©teile oon B{a, ß) ber StuSbrucf * 

~r(a,lS)«-(lS-a)m(«, IS), 
wobei m(a, ß) ber Ileinfte SBert oon f(x) in (a, ß) ift, unb an bie 
©teCe oon /9*(3) ber SluSbrucf 

-- <(3) = - [r(a,x,) + r{x,,x,) + • • • + r(x^,^,h)]. 
Saffen mir 3 eine auSgejeid^nete golge oon S^xU^mitn beg guter* 
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oatts (a, h) burd^Iaufen, fo fonoergiert 

-5^(3) abftetgenb m6) J{-tXx))dx, # 
alfo 

«a(3) auffteigenb nttc^ -f('-f(x))dx. 

a 

®a nun 

X 

bie Slbleitung f{x) l^at unb für a; = a t)erfd^n)tnbet, fo tft nad^ 
fjormel (♦**): 

//'(x)da;--/(-/-(a;))da;, 

a a 

foIgKd^ 

6 6 

-f(-f(x))dx^ff(x)dx. 

a a 

2Bir feigen l^ieraug^ ba^ 

5* (3) aufftetgenb nod^ J f(x)dx fonnergiert, 

a 

wmn 3 eine audgejetd^nete ^olge t)on 3^I^9ungen bed 3ntert)aUd 
(a, 5) burd^Iäuft. 3)o ä* (3) bemfelben Orenjroert abftetgenb ju= 
fttebt, fo tft imntcr 

b 
a 

§ 55* (Kinffilfnittj txntx ntntn 9txäv3^txlx^tn in tin 
bt^mmttB 3nttixtd* 

f(x^ ^abc in (a, h) eine ftetige Ableitung f{x) unb eS fei 
« ^ /'(^) ^ ß' %cxntx fei g?(w) eine ftetige fjunition in (a, ß). 
©nblid^ fei f(a) = y, f(h) - d. 

S)ann l^at ^ 

ir(t^) ^f(p(u)du (« -? ~ ^ /*) 
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btc Sttlcitung g?(t*). ©c^en rovc u = f(x), fo wirb F{u) eine 
^nltion t)on o?, bie nad^ § 32 bie SlSleitung 

f)at ©8 wirb alfo, weil y « f(a) unb ^(y) = tft, 

X 

a 

unb inäbefonbcre (für x^b) 

d b 

j (p(u)du ^j(p{f{x))f{x)dx. 

I r a 

§ 56. ütxtinvoxa% wvi ^Fi&^^ninif alten. 

/"(a?) fei für a^a?^& ftetig unb nie negatio. S)ie SilblurDe 
t)on /*(a;) liegt bann ganj auf einer ©eite ber ajsad^fe. SQBir wollen 
t)on ben ©nbpuniten ber Silbfurt)e £ote auf bie a;=2ld^fe fällen unb 
bad ^läd^enftüd äl betrad^ten, welc^ed biefe beiben £ote^ bie a;sä(d^fe 

unb bie ä3ilblurt)e umgrengen. 

SJcl^men wir irgenbeine^erlegung S 
ber Safts bed f^Iäd^enftücfd, b. 1^. bed 
3nten)att8 {a, h), cor unb errid^ten in 
ben J^eilpunlten 2ote auf ber a?-2td^fe, ' 
fo gerlegt fid^ bag ^(äd^enftüd in eine 
Änja^I gleid^artiger gläc^enftüdfe. 3ft 
(«, ß) eins ber S^cileintroatte unb 
m{a, ß) ber Ileinfte, M(cc, ß) ber 
größte gunftionSroert in {a, ß), fo ift 
bad über (a, ß) ftel^enbe ^^lä^enftüdC nid^t Heiner al§ bag 9led^ted( 
{ß — €e)m(a, ß) unb nid^t größer atö baä SRed^tedt (ß — a)M(a, ß). 
@g ift fomit ftcler 

^1(3)^21^^(3). 
Sä^t man 3 ^«^ auSgcjeid^nete golge oon S^rfegungen burd^« 
laufen, fo fonoergieren bie einfd^Iie^enben ©rö^en beibe nad^ 




fSfig. 14L 



j f{x)dx. %ol^\^ ift aud^ 



31 ^Jf(x)dx. 



SMd^eninl^alte. 
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O 

9ig. 15. 



^o 



®te93crccl^nutt9 eines gläd^cninl^altg nennt man eine Duabra^ 
tur, weil eS nad^ SluSfü^rung berfelben möglid^ \% ein gleid^ grofeeä 
öuabrat anjugeben. Slud^ bie Sercd^nung eines beftimmten 3^e= 
gralS nennt man infolge beS obigen 3ufammenl^angS eine Duabratur. 

§57. «nftrieU. 

1. ©ie SUbfuroe t>on y — ^^ (O^^^^o) if* ^ ^ßatabet 

bogen, ©er Sn^alt beS gläd^en^ 
ftücfS a (in ber gigur fc^rafpert) ift 
gleidj 

2)cr ^jJarabelbogen teilt alf o baS 3lc(i^t= 
ecf aus iCQ unb y^ f o, ba^ ber eine 2:eU 
boppelt fo gro^ wie ber anbte ift. 

2. ®ie Silbluroe Don y =- "j/l —3? (— 1 ^ a? ^ 1) ift 
ein ^alblreiS. S)er S^l^alt beS JtreifeS ift bälget gleid^ 

1 

-1 

Um biefcS S^tcgral ju bered^nen, menben wir bie partielle 
Integration an. 3)anacl^ ift 

^fyi —^äx = rrl/r— a?* + arc sin ä + C 



alfo 
unb 



1 
/ yi — Ä*e?aj = arc sin 1 — arc sin (— l) = TP. 



2 



3. SBenn ein Stab in geraber Sinie roBt ol^ne ju gleiten, 
fo befdjreibt jeber 5ßunft feine« SlonbeS eine Äurt)e, bie man eine 
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m- 16. 



S^Hoibc*) iieimt ©ic bc= 
fte|t aus unenbßd^ melen fon- 
gruenien Sögen mit OPB. 

9Bir tooUm bad ^läd^en^ 
ftücf bercd^ncn, bafe ein fold^cr 
39lIoibenbogen gufammen mit 
ber »aft« OB umgrenjt. »uS 
ber gigur, in todäjtt ber ftreiS« 
bogen PQ gleid^ OQ ift (n^ie oud 
ber Definition ber39ßöibe folgt), 

entnimmt man, ba^ bie Jtoorbinaten eined S^^^^i^^^^^^ ^ 

burd^ bie ^^ormeln 

X ^ a(t — sin t), y = a(l — cos {) 

gegeben ftnb. f ift ber äBinlel FCQ. äBernt ^ oon h\^ 2n 
mädjft, bcfd^eibt P ben S^Hoibenbogen J.PJ?. J)a 

dx^a{l — cos *)d^, yda? = a*(l — cos ^)^ei^ 

ift, fo ift ber ju bered^nenbe t^Iäd^eninl^alt gleid^ 

a^f(l — cos 0*<^^ = ^^fO- — 2 cos* + cos* t)dt 



ober megen cos** «= -(1 + cos 2*) gleich 

in 
a* / (I - 2 cos * + Y cos 2 ^dt « 3 jra*. 



2)er gcfud^te gläd^eninl^alt ift alfo gleid^ bem 3)reifad^en bed er^ 
jeugenben Jtreifed. 

4. SGBir motten, xomix A\xxü> B bie ©nb» 
punite ber Äuroe y — /"(a?) finb {a^x-^ li), 
bad t^Iftd^enftücf S bered^nen, meines bie Jturoe 
jufammen mit bcn.beiben ®eraben-4.0 unb OB 
begrengt. 

@8 möge ber fpej^ictte gatt oorliegen, ben 
gig. 17 barftettt ^axta l^at man 

gtg. 17. » = ^'jB'jB^ + OAA - J?'i5 . 




*) ®aHIet ift ber erpe, ber biefe ^röc bctrad^tet ^t. 



SogenUlngen. 
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@8 ift alfo 



ober*) 



b. ^. 





a 

b h 

a a 

b 



3)ie unobl^ängige SSeränberlid^e ift l^ier x, 
Sicfc Formel rül^rt wn Scibnij l^er. 

§ 58. iBerei^nuns timt iB09eni2tt0en. 

y = /*(«) l^abc in {a, h) eine ftctige äbleitung f(x). SBit woBen 
bie SogenIdnöC ber SilblurDC t)on /*(«?) bered^nen. SBir gerlcgen 
{a, h) in bic a^eilinteroaffe 

unb nennen biefe S^l^flwng 3- 

Die ÄurDenpunIte, beten Slbfsiffen 

a, x^, x^, . . ., a?^_i, & 

jtnb, mögen 

l^ei^en. Die Sänge bet gebrod^enen Sinie 

AP^P^ . . . P^^iB bejeic^nen wir mit Z(3) 

SBenn 3 ^^^^ audgegeid^nete $oIge von 

3erlegungen burd^läuft, fo fonocrgiert, wie 

wir fe^en »erben, /(3) immer na^ bemfel6en ©rengmert l Diefer 

©renjroert ift bie gefud^te Sogenlänge**). 

•) SBir nel^men an, baß f{x) in {a, h) ftetig ift, bamit bie 
Sntegrale ejiftieren. 

**) 3)ie ©ogenWnge einer ^uröe ift l^ierburc^ überl^aitpt crft bcflniert. 
ä^l^nlid^ l^ätten mir ei^ ftreng genommen auc^ bei bem grl&d^enin^alt in 
§ 66 mad^en muffen. 

V9ht(B 197: ttotoaXtto9ti, ^nfiitltefimalYed^nuna. 8 
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SEBenn wxx bie ©cl^nc Bcrcd^nen, btc bem gttteroaff (a, |3) cnt- 
fprid^t, fo finben wir 



]/(^- «)' + (A^) - fwy -iß-cc) 1/1 + r a). 

(« < S < 13) 
2)abct ^abcn wir bcn 5JJlittcln)erlfa| au§ § 30 angeroanbt. ©c|en 



tt)tr 



fo roirb 

^1, I2/ • • •/ ^p Hegen b^^lxä) im Snnetn t)on (a, x^), (x^, x^\ 

SBir woHcn bcn größten unb bcn ficinftcn SBert oon ^(aj) 
in (a, ß) mit üf («, j3) unb w(a, /3) begcid^nen. 2)ann ift 

HS) £ (% — a)-af(a, x^) + (a^ - a;i)Jf(a;i, a;^) H 

KS) ^ (^1 — a)wt(a, a:i) + (a^g — x^)m(x^, x^) -\ 

+ (p-Xp_^)m{x^^^,h). 

3)ic bcibcn SluSbrüdfc rcd^t§ foncergieren aber, wenn 3 eine 
auggegcic^nete ^olgc t)on 3erlegungcn burd^läuft nad^ 

6 6 

f(p(x)dx =fyr+f\x)dx*). 

a a 

älfo ift au^ 

b 
a 

ober wegen dy = f{x)dx 

b 

l ==f]/d^^ + dy^. 



*) yi+r*(a;)' ift nac^ § 32 ftctig, meil -/l + w* unb /"(a;) 
jieHg finb. 
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^dx^ + (iy^ wtxvcii man baä Sogenbiffcrcntial, toeil 

X 

dfydx^ + df = ydx* + dy^ 

a 

ift. 

2)ic Scred^nuna einer Sogenlänge nennt man eine Slefti- 
fifation. 



X 

1. SBenn y ^ ^ ift, fo wirb 



§ 59. ^n\w\u 

2A; 



ydx^^äy^^'\/\^''^dx, 
alfo bie 2änge beä ^ßarabelbogenä in § 57, 1 gleid^ 






J)ie partielle S^tegration liefert 



fo ba^ 



ift. S)ad le^te gntegral fönnen wir aber bered^nen. ©e^en mx 
nämlid^ x = hz, fo wirb nad^ § 51,2 
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Sllfo ift 



unb 

«0 



/y=i-''+"-(^+i^'^"*') 



// 



^oV^W' . k , ^0'+]/^; + ^' 



l+|re^^=-^-^^F-+-^log 



k' "^ 2A: ^2 ^"ö k 

ö 

2. »ei bcr S^Itoibc ift 

dx=^a{\ — cos t) dt , dp ^ a siat dt , 



dx^ + dy^^a^ [ (1 — cosf/ + sin»f[ei<* 



alfo 

ober 

folglid^ 

j/t^aj« + <?/=- 2a sin y («^ . 

S)te Sänge eines ganjen S^^^oibenbogend loirb 

2a / sin Y (i^= —4a (cos --) = 8a. 


S)ie Sänge etned S^^^oibenbogenS ift alfo gleid^ bem oier- 
fad^en ^urd^meffer beS er}eugenben Jtreifed. 

y = /"(a;) fei in {a, h) ftetig unb nie ncgatio. SBir benlen 
und bie Silbluroe oon f{x) gejeid^net unb oon beten ©nbpuniten 
Sote auf bie ir-Sld^fe gefaßt ®iefe begrenjen jufammen mit bcr 
xc^^t unb ber Jturoe ein t^Iäd^enftücf 9. Saf[en wxv baffelbe um 
bie x»^(S)]t rotieren^ fo entfielet ein Slotationdlörper S. 

SBir motten i^n burd^ ®benen, bie mir fenfred^t jur Ä=2ld^fe 
legen, in Seile jerfc^neiben. 2)ie juge^örige S^rf^flw^fl ^^^n (a, h) 
möge 3 l^eifeen. ©aSjenige ©tüdt oon Ä, baS bem a^eilinteroatt 
(a, ß) entfprid^t, liegt innerl^alb eine« S^Knberä, beffen ®runbs 
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rabtus M (a, ß) unb bcffcn §öl^c ß — a x% unb aufecrl^alb cincä 
S^KnberS mit bctfctten $öl^c unb bcm ©runbrabiug m (a, /S). 
®cä SSolumcn von Ä tft alfo größer ober glcid^ ber ©umtnc affer 
39Knbcr n(ß--a) w? (a, ß) unb Meiner ober gleid^ ber ©umme 
affer S^Knber % {ß — a)M^{a, ß), ®arau8 folgt aber, wenn wir 
eine auSgejeid^nete fjolge oon ^tt{t%\xa%m burd^Iaufen, bafe 

a a 

ift. 

ffiir rooffen je^t »orauSfe^cn, ba^ f(x) in (a, h) eine ftetige 
Ableitung f (x) l^at. SEBie in § 58 nehmen wir auf ber Silbluroe 
bie 5ßunfte Ä, P^, , . . , P ^, B, beren Slbfjiffen a,x^ . , . , 
Vi ' ^ ^^^- 3*e ber ©efnen ^ Pj, Pj Pg, . . . , P^_i J? be= 
f^reibt bann bei ber SRotation ber gigur um bie a^2l(|fe ben 
SWahtel eineä abgeftumpften Äegefö. S)ie bem S^eilinteroaff (a, ß) 
entfprec^enbe ©e|ne liefert einen Kegelmantel, ber gleid^ 

^ ( /•(«) +m] V(ß^y+(m-my 

-^(ß-a)[f(a) + f{ß)]YT+7^ 

(« < l< 13) 
ift. 9lun l^at man aber 

«<I<l<f<i3. 2lIfo mirb unfer Kegelmantel gleid^ 

27r (|3 - a) /'(Dl/lTT^ + ^ (/5 - «) 9 , 
mobei 

Sejeid^nen mir mit ft* ben größten ffiert t)on /^- (x) in (a, &) unb 
mit ö bie SDlajimallänge ber 2^eiKnteroaffe (a, |3), fo ift 

J)er größte 2Bcrt ber gunition 2%f{x) yi-tP(x) in (a, ß) 
fei aR(a, (3), ber Heinfte m (a, ^). 2)ie ©umme affer 
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(/S - a) . m (a, ß) l^cifee 8^ (3), btc ©umme attcr (/? - a)9R («, i5) 
l^ci^c ©* (3). 2)tc ©umme bcr i? Äcgclmäntcl, bic oon bcn ©eignen 
ÄP^, P^P^, . . . , P^_^B crjeuflt toctbcn, liegt bann jroifd^cn 

unb 

Saffcn toxx 3 eine auSgc^eid^nete fjolge oon 3ßtlegungen burd^ 
laufen, fo lonDergicrcn (weil lim ^ «= ift) beibe ©rö^en nad^ 
bcm ®ren5njcrt 

6 b 

2 %ff (x) ]/l T7'^ (^) e?a; = 2 tcJ^ ^ V^M^y^ . 

a a 

2)tefen ©rcnswert nennen toxx bie SRantcIfläd^e beö SRotationSförperS. 

§ 6L MffxtL 

ßaffen wir ben $aI6Irei3 

2^ = yr^~? (- 1 < « < 1) 

um bie x=2ld^fe rotteten, fo entftcl^t eine Äugel nom Slabiuö 1. gl^r 
SSoIumen ift nad^ § 60 gletd^ 

1 

7tf{l -x^)dx, 
— 1 
3l\in ^at man aber 

®S mirb alfo 

1 

TT. j(l—X^)dx = 7t^X — Y^ = ^ . 
— 1 

3)ie Dberfläd^e ber Äugel mirb nad^ § 60 gleid^ 

1 

2 7t J dX ^ 4:7t f 



— 1 
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weil 

ift. 

Scgt man burd^ btc ^ßunftc rr = a, x = h*) jroci ®bcncn 
fcnlred^t 3ur Ä=3ld^fc, fo entfielt eine Äugeljone. ^f)x SSolumen ift 
gleid^ 

7t I {1 — x^)dx-==7t{b — -) —Ttya — y) / 

a 

i^rc 5!Jlantelf[äd^e gleid^ 

b 

2 7C J e?a; = 2 tt (5 — a) . 



D« H^rläuf^r non Crfbnt? unli Umtün* 

Die erften 3lnfänge ber gnfittiteftmalred&nung jtnben ftd^ fd^on 
in ben Ilaffifc^en Slrbeiten ber großen gried^ifd^en ©eometer. gnä- 
befonbete gilt ba§ von ber gntegralre^nung. Slrd^imebeS 
(287 — 212) war im Sefi^e einer 3Wetl^obe, bie im roefentlid^en 
Sntegralred^nung ift. 2)aS jeigen befonberä bie fürjlid^ oon 
§eiberg neu aufgefunbenen ard^imebifd^en ©d^riften. älrd^imebeS 
benu^te feine 5Ulet]^obe jur Sered^nung oongläd^ens unbSRauminl^alten 
foroie gur Seftimmung t)on ©d^roerpunften. Serü^mt ift feine 
Duabratur eines 5ßarabelfegmentä foroie feine Äreiä= unb Äuget 
bered^nung. 

3m 5Kittelalter fani bie SWatl^ematil t)on ber ^ö^e, bie bie 
gried^ifd^en ©eometer erreid^t l^atten, oöllig l^erab, unb afö man im 
15. S^lrl^unbert baS ©tubium ber gried^ifd^en ©eometer bt^ann, 
fetjlte baä aSerftänbniä für bte ©trenge ber Semeife, bie mir bei 



•) - 1 < a < 6 5: 1 . 

**) 9'?a^ ©antorg Sorlcfimgen über ©ejd^ic^te ber SRotl^ematil 
unb geutl^enS öJcfd^td^tc ber SKatl^ematif im 16. unö iT.Qaljrl^unbert. 
93enu6t finb aud^ bie hüttn ©c^riften öon ®erl^arbt „3)ie ©ntbedfung 
ber 2)tffcrentialred^nung bur(f) $eibni$" unb „2)t^ ©ntbedung ber l^ö^eren 
«nal^fl«", 
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jenen oudgejetd^neten 2)enletn finben. S^ro^bem mvtten befonberd 
bte ©duften beS Slrd^intebe« onregenb. 

33er berül^mte SlftronomSol^anneS Äeppler (1571— 1630) 
erretd^te eine gro^e SSirtuofität in bet ^anbl^abung inftnitefimaler 
SKetl^oben. Sr lam »emtögc feines feinen matl^entatifd^en Scotts 
faft immer ju rid^tigen @rgebniffen^ obmol^I feine üRetl^oben nid^ts 
weniger als ejolt maren. 3n feiner „Stereometria doliorum" 
(©tereometrie ber SDäeinf äffer), bie 1615 gebrutft ift, finben mir im 
erften Slbfd^nitt eine 3ldapitulotion ber ard^imcbifd^en 3lrbeit über 
Äugel unb S^K"^^- ^^^ fönnen mir fd^on feigen, t)on meld^er 
SCrt ÄeppIerS infinitefimale Setrad^tungen finb unb mie fel^r bei 
il^nen jebe 6pur eines mirflid^en S5emeifeS fcl^It. Äeppler erftärt 
g. S5v bte Äugel beftel^e „gemifferma^en" aus unenblid^ oielen äu^erft 
bünnen Äegeln, bie il^re ©pi^e im 3DlitteIpunft unb il^re S5aftS auf 
ber Dberfläd^e ber Jtugel l^aBen. ©o ift eS bann leidet, ben ^n^alt 
ber Äugel gu finben, menn man il^re Dberfläd^e fd^on lenni 3^ 
dJ^nlid^er 9Beife bered^net Jteppler bie SSoIumina t)on anbem Jtör- 
pem. ©0 menig biefeS leidjtfertige Umgel^en mit bem ttnenblid^^ 
Meinen ben görberungen ber mall^ematif^en ©trenge entfprid^t, fo 
fel^r l^at eS bod^ bie ^otfd^ung geförbert. SKan lonnte fid^ lei^ter 
bemegen als in ber fd^meren Stüflung einer ftrengen SKetl^obe. 

iteppIerS 93ud^ übte freilid^ leinen fo großen Sinflu^ auS. 
2)aS glüd^ in ml l^öl^erem ÜRa^e ber „Methodus indivisibilium" 
beS 3RaiIänberS ßaoalieri, (1591—1647) obmol^I i^re ®runb= 
lagen unllar maren unb oiele Singriffe erfuhren. SBir miffen auS 
Briefen ßapalieriS, ba^ ber gro^e ©alilei (1564—1642) eine 
äl^lid^e ÜRetl^obe bef a^. @at)alieris ^auptibee ift eS, ein ebenes f^Iftd^en» 
ftüdt als ben 2^begriff aOer gu einer feften ®eraben paraQelen ©eignen 
)u betrad^ten unb einen JtSrper als ben S^begriff aQer ju einer 
feften Sbene parallelen ebenen ©d^nitte. hierin ftedft im (Srunbe 
ber Segriff beS beftimmten SntegralS, aber bod^ in einer fel^r um 
Ilaren ^orm. Sat)alieriS ^etl^obe mürbe t)on ^orricelli, einem 
©d^üler (SalileiS benu^t, um ben t^I^d^^inl^alt ber S^Hoibe gu 
bered^nen, unb erful^r aud^ fonft bie mannigfad^ften Slnmenbungen. 

3n ^anlreid^ l^aben germat (1601—1665), Sloberoal 
(1602—1672) unb 5ßaScal (1623—1662) 3Betl^oben gur «uS* 
fül^ng von Duabraturen entmidEelt. ©ic ©erliefen g. 2;. bie rein 
aeometrifd^e ^arfteUungSform, inbem fie im Slnfd^lu^ an SSieta 
(1540—1603), ber J^ierinalsSSorgangerDeScarteS'gubetrad^ten 
ift, bie geometrifd^en ®ebilbe ins Slnal^tifd^e ttberfe^ten. 
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®ine äu^erft frud^tboreXätigleit entfaltete in @nglanb 98alHd 
(1616—1703), bet ftd^ meHeid^t am weiteften t)on ber ©trenge ber 
gried^tf d^en ©eometer entfernt 3*^ feiner ^rithmetica infinitorum" 
(1655) t)em)enbet er mit großer Äül^nl^eit SnbuftionS« unb Slnalogies 
fd^Iüffc, bie man fonft in ber matl^ematifd^en SBiffenfd^aft nid^t ge« 
möl^nt ift. 

2Benn aud^ ber (Segenftanb, ben SBaOid bel^anbeU, n^ie bei 
feinen SBorgängem bie S5eftimmung von fJWd^ens mib SRouminl^alten 
ift, fo unterf^eibet er fid^ bod^ t>on il^nen burd^ bad ganj auSge« 
fprod^ene ^erDortreten ber red^nerifd^en Seite. ®r fd^reibt eine 
Arithmetica infinitorum. 

^Probleme, bie, roieroir miffen, mitberS)ifferentiaIred^nung 
gufammen^ängen, finb bas 2;angentenprobIem unb baS 5ßrobIem ber 
3Rajima unb 3Dlinima. ©ie pnb lange vox ber ©rfinbung ber 
S)ifferentialred^nung in fpejieQen ^äDen bel^anbelt morben. 

®8 ift belannt, ba^ fd^on bie ©ried^en bie 2^angenten tjer» 
fd^iebener Äuroen fonflruiert l^aben. S^orricelli unb Sloberoal 
lieferten eine nad^ il^rer 3Dleinung allgemeine S^angentenmetl^obe auf 
linematifd^er ©runblage.*) 3" t)ottfter ällgemeinl^eit lonnte aber 
baS Xangentenproblem erft nad^ ber Srfinbung ber anal^tifd^ 
©eometrie burd^ 2)e8carte3 (1596—1650) bel^anbelt »erben. 
2)eScarte8 felbft bejeid^net ed in feiner O^om^trie (1637) als bad 
nü^Hd^fte unb allgemeinfte Problem ber (Seometrie. f^reilid^ 
ift 2)e8carteö' eigne Söfung biefeö 5ßrobIemS, bei ber er ftd^ eine« 
bie Jturoe berül^ben JtreifeS bebient, nid^t fel^r braud^bar. 

^ermat entmidCelte eine ^etl^obe ber SRa^ima unb ÜRinima 
unb eine S^angentenmetl^obe, mobei er mit einem unenblid^ Ileinen 
^nfrement ber unabl^ängigen SSeranberlid^en operierte. Sluf ®runb 
biefer 2^atfad^e l^aben fogar frangöfifd^e 5roat]^ematiler ^ermat ate 
ben ©rfinber ber Differentialred^nung begeid^net (j. S. Saplace). 

2)er berül^mte l^oDänbifd^eüRatl^ematiler unb^l^^ftfer^u^genS 
(1629 — 1695) fannte bie 3lrbeiten oon germat unb l^at ftd^ mit 
ber ffieiterfü^rung unb ftrengercn Segrünbung feiner 5Wetl^obe 
befd^äftigt. 

Slud^ »arrom (1630—1677), ber Se^rer 9len)ton8, ^at SBer^ 
bienfte um bas S^angentenproblem. @r Inüpfte in mim fünften 
an 2^orriceIIi8 Slrbeiten an. 



•) ®ie löflen mit ^ilfe il^rer Rnematifdfeen Setrad^tungStoeife Diele 
flufgaben, g. S3. gelang fRof>ttt>al bie aieftifilatton ber S^^oibe. 
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(Sottfrtcb SBill^cIm Scibnij rourbe 1646 in Scipgig ge» 
boren. 15 ^dfjxt alt würbe er 1661 in Seipjig als ©tubent im= 
matriMiert. ®r fam burd^ baS ©tubium ber Sogif gur 3RaÜ)tmatH, 
bic aber bantate an ben beutfc^en Uniüerfttäten fe^r wenig in Slüte 
ftanb. (5S war nur bie ©lementarmatl^ematil, bie Setbnij in ben 
SBorlefungen lennen lernte. Slud^ feine geitroeilige überfiebelung 
nad^ ^ma fonnte feinen motl^entatifd^cn ©tubien nid^t befonbere 
fjörberung bringen. 

@rft t)iel fpdter^ al3 er fd^on feine poUtifd^e Saufbal^n begonnen 
l^atte, follte er mit ben neueren gortfd^ritten ber 5Ulat]^ematif belannt 
werben. ®r fam im S^^re 1672 mit einer biplomatifd^en 5!JHffion 
nad^^Joriä unb lernte bort bie berül^mten aRänner am ^ofeSubwigS 
be8 XIV. lennen, unter il^nen ^u^geni^. Diefer l^atte gerabe 
bamate fein großes SEBerl ,^orologiimi oscillatorium" oottenbet. 
@8 l^anbelt oon ber 5ßenbelul^r unb bietet im Slnfd^lu^ baran eine 
gülle med^anifd^er unb geometrifd^er Unterfu^ungen. Slfö Scibnig 
biefeg SudJ laS, erlannte er bie Unjulänglid^leit feiner matl^ematifd^en 
SSorbilbung, unb er begann mit Sifer bie ©d^riften ber großen 
SKatl^ematiler S)eScartcö, 5ßaScaI ufw. ju ftubieren. 6S bauerte 
nid^t lange, fo mad^te er fd^on eigene ©ntbedfungen. 6r fanb baS 
Slefultat, meld^eö mir in § 57 (9lr. 4) mitgeteilt l^aben unb fonnte 
mit beffen $ilfe oiele fd^on befonnte Duabraturen augfül^ren. S3ei 
biefer ©elegen^eit fam er aud^ auf bie fjormel 

4 3^6 7 ^ 

©d^on bamatö l^at fid^ Seibnij mit ber ^onbergen} alter:: 
nierenber Steigen befd^öftigt. SSon il^m rül^rt oud^ ber ®a| l^er, 
ben wir in § 18, 5Rr. 2 angegeben ^aben, ben er aber erft fpäter 
(10. Söti. 1714) in einem ©riefe an So^^nn SernouIIi ftreng 
beweift. @in S3rief 5Rewtong, ber i^m 1676 burd^ Dlbenburg, 
ben ©cfretor ber Sonboner ®efellf(^aft ber aBtffenfd^aften*) über« 
mittelt würbe, jeigte Seibnig, wie groge gortfd^ritte bic englifd^cn 
äJiatl^ematifer auf bem öon i^m betretenen ®ebiet fd^on gemad^t 
l^atten. S)er 5Rewtonfd^e Srief enthält u. a. bie Sinomialreil^e, 
fowie bie Sleil^en für cosa? unb sina;. Seibnig liefe fid^ ober 
nic^t etwa entmutigen. Sielmel^r fteigerten bie SRewtonfd^en 

♦) Seibnig l^atte Dlbenburg 1678 auf einer ditx\t nad^ Sonbpn 
lennen gelernt. 
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äJätteilungen feine Segeifterung für ben (Segenftanb. ©d^on 1673 
(efd^aftigte er fid^ aufer mit Duabraturen arxäf mit bent %ans 
gentenproblem, unb 167Ö toax er fd^on fo weit, ba^ er bic beiben 
jc^t in ber ganjen SBelt benu^tcn D|)eration8geid^en d unb /ein« 
fül^rte. 2)aS war ein ©d^ritt t)on ber attergrö^ten Sebeutung. 
SWit Äed^t fagt SeiBntj fpäter in einem ©riefe an ben Marquis 
de THöpital (1693), ba6 ein 2:eil be« ©e^eimniffe« ber Slnal^ft« 
in ber Segeid^nungSweife Hegt, unb er l^at aud^ Bei oielen anbem 
©elegenl^eiten bic SBid^tigleit einer jroedmä^igen @^m6oHI betont*). 
aJlan lann mit einiger ©id^erl^eit ben 2:ag angeben, an meld^em 
Seibnij jum erften 3Rak bie beiben Symbole d unb / nebenein* 
anber benu^te. @d ift ber 29. ÜDktuber 1675. Seibni; ging 
fogleid^ baran, bie einfadjften Siegeln für ba« SRed^nen mit biefen 
©Embolen auf jufud^en.**) @r mar fid& betonet eine neue Slec^nungSs 
art (novum genus calcnli, n)ie er felbft fagt), gefunben gu l^aben 
unb erfanntc bie grofee iragtoeite berfelben. Unb gerabe bieä 
gibt und ba« SRed^t ibn für ben maleren ßrfinber ber Snfinitefimat 
red^nung gu l^alten. 2kan mu^ gugeben, ba^ Seibnig ftd^ an 
oerfd^iebenen Steffen nid^t Ilar barilber auSfprid^t, maS feine J)iffc= 
rentiale eigentlid^ bebeuten. 2lber in feiner erften ?ßubKIation über 
bie ©ifferentialred^nung, bie 1684 in ben Acta eruditorum er- 
folgte, finben mir im ätnfang bie S)ifferentiale genau fo bcfiniert, 
mie mir fie je^t befinieren. @ä l^ei^t bort mörtlid^: „(Segeben fei 
eine «c^fe ÄX unb mehrere Äuruen VV,WW,YT, ZZ. Sl^re 
gur 3ld^fe fenlred^ten Drbinaten VX, WX, YX, ZX moffen mir 
mit V, iv, y, z begeid^nen, ben Slbfd^nitt AX auf ber 2ld^fe mit x. 
Die Tangenten feien YB, WC, YD, ZE, Sic mögen bie Sld^fe 
begüglidj in B, C, B, E treffen. Slunmel^r moffen mir mit dx eine 
beliebig angenommene ©trecfe begeid^nen unb bie ©trecfe, meldte 
fid^ gu dx öerl^ält mie v (ober w ober y ober z) gu XB (ober 
XC ober XD ober XE)^ mit dv (ober dw ober dy ober dz) . . ." 



*) ^m 26. 9)lärg 1676 fd^reibt er: niustribns exemplis qnotidie 
disco, omnem solvendi pariter problemata et inveniendi theore- 
mata artem, tunc cum res ipsa imaginationi non snbjacet ant ni- 
mis vasta est, eo redire, ut characteribus sive compendiis imagi- 
nationi subjiciatur, atque qnae pingi non possunt, qualia sunt 
intelligibilia, ea pingantnr tarnen hieroglyphica qnadam ratione, 
sed eadem et pbilosophica. Quod fit, si non nt pictores, mystae 
ant Sinenses similitudines qnasdam sectemnr, sed rei ipsins ideam 
seqnamnr. 

••) §lm 2l.9Jot)emberl675 faub er bie gormel d^uv) = udv + vd^, 
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S)a, mit xoxx wffcn, v' bic Slid^tuttflSftmftantc ber %an%tnit 
ift, fo wirb 

dv — Yß ^^ ^ v'dx, 

alfo gcrabc baS, tDa« xoxx jc^t baä J)tffcrctttial oon v nennen. 

Seibni} ging 1676 afö 33orftanb ber l^ei^ogltd^en Sibliotl^el 
nad^ ^annot)et. 3)iefes neue 3(mt unb feine politifc^e unb pl^ilo:: 
fopl^if^e 2:ätigleit nal^nten i^n ftati in 9lnf))rud^. @r n)ar aber 
bod^ immer mit bem 3lu8bau feine« neuen ßalcüfö unb mit Sin* 
menbungen beffelben beft^äftigt. ffi« pnben fid^ in feinem Siad^Io^ 
oerfd^iebene ©ntmürfe ju einer befinitioen 5ßublifotion über ben 
©egenftanb. @ine fold^e erfolgte aber, wie oben gcfagt mürbe, erft 
1684. Swjtotfd^en l^atte ftd^ Seibnij in einem Srief an S^ewton 
(1677) über feine ©ifferentialred^nung auögefprod^en. 

Äurfürft ^ebri^ HI. berief Seibni^ nad^ Serlin; l^er 
grünbete er bie 3llabemie ber SBiffenfd^aften. 5Rad^ $annooer jurfidt« 
geleiert mar er 1713 bamit befd^äftigt bem Jturfürften oon^annooer 
bie 2:^ronfolge in ©nglanb ju fidlem, bie il^m bie S^orieä aber« 
lennen moäten. S)iefe politifd^e 2:ätigfeit trug mefentlid^ baju bei, 
il^n mit 5Remton ju tjerfeinben, ber ber 5ßartei ber 2^oric8 angel^örte. 
1714 lam ber Äurfürft oon ^annoper auf ben englifd^en 2^l^ron. 
aber Seibnig fiel in Ungnabe unb mar in ben legten Sebengjal^ren 
oereinfamt 6r ftarb, oon l^eftigen I8r|)erlid^en Seiben geplagt, 1716. 

3f aal 5Remton mürbe 1642 in ffioolstl^orpe bei ©rantl^am 
vx Sincolnf^ire geboren unb lam 1661 aU @tubent nad^ Sam« 
bribge. ^ier ftubierte er 35eScarte8* Geometrie unb SBalliS* 
Arithmetica infinitorum unb ^örte bie SSorlefungen SJarromS. (gr 
l^atte, mie man fie^t, mel^r @Iücf ald Seibnig, ber mäl^enb feiner 
Stubienjeit nid^t« Don ben neueren gortfd^ritten ber SKatl^ematif 
erful^r. 3lemton badete über affeS, xoa% er ta«, felbftänbig nad^ 
unb „baä ftete 5Rad^benIen" toar, toie er felbft fagte, ber SBeg, auf 
bem er gu feinen großen ©ntbedtungen lam. 3« ^^ Sorten 
1665 — 67 fanb er (burd^ baS ©tubium oon ffiallii^ angeregt) bie 
S5inomiaIformel für gebrod^ene pofttioe unb negatioe ffijponenten 
(t)gl. oben § 39) unb uerfd^iebene anbere mit unenblid^en Sleil^en 
gufammenl^ängenbe Slefultate.*) 8lud& legte er bamate fd^on ben 

•) 8- ^- ^i« a^ieil^enettttoidHung algebraifd^er gunfttonen. 
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©runb }U feiner t^lusiondred^nung. SHe birdte unb bie m 
t)erfe glujion^rccljnung jinb bogfctbe wie 35ifferentiat unb Sntegral* 
red^nung. ^ jene 3^it fällt aud^ feine gro^e (Sntbedung ber aO^ 
gemeinen ®at)itation. ^ie ©runbibee ber t$lu£tondred^nung ift 
bie, ba^ jebe SSeränberlid^e ober „gluente" al3 gunition ber Stxt 
betrad^tet n)irb. 2)ie 3^t ift alfo bie aflgemeine unabhängige SSer- 
änberlidje. S)ie ©efd^roinbigleit, mit ber eine gluente x ft^ änbert, 
nennt 3lexoton bie ,,t$Iu£ion'^ t)on a; unb bejeid^net fie mit i, 
änbert fid^ x gleid^förmig, b. 1^. in gleid^en Seiten um ben gletd^en 
Setrag, fo ift i »= 1. S)ie Sletotonfdjen glujioncn finb alfo baä« 
felbe toit bie ä(b(eitungen ober ^ifferentialquotienten, nur bag bie 
3eit bie unabl^ängige SBer&nberlid^e ift. 

@d mu^ überrafc^en, ba^ SIemton, obmol^I er fd^on fo t)ie(e 
älntoenbungen ton feiner ^lu^ondred^nung befa^, in feinem großen 
SBer{,^hilosopldae naturalis principia mathematica" (1686—87) 
feinen @ebraud^ baoon mad)te. 3tad) feiner eigenen 9(ngabe l^at 
er bie meiften Äefultate in biefem S5ud^ mit $ilfe feiner ^lujion«« 
red^nung gefunben unb nad^ bem @rfcbeinen beffelben }eigte aud^ 
Seibnig, mie leidet ftd^ bie meiften SRefultate mtttelft ber 3«fini» 
teftmalred^nung ableiten laffen. @s lam aber Slemton barauf an, 
fo mid^tige Unterfud^ungen, mie fie bie „Principia*^ entl^alten, in 
einer ^orm borjuftetten, bie ben Sefer nid^t nötigt, erft eine neue 
Sted^nung^art lennen p lernen. 

$ubli}iert l^at 9lemton feine ^(ucion^red^nung fel^r fpät, 
obtDol^l üerfd^iebene 9(bl^anblungen längft aufgearbeitet bei il^m 
lagen. 6ein ^au))tmert über gnfinitejlmalred^nung „Methodus 
flimonum et seriemm infinitanmi^' tDurbe erfAtad^ feinem 2^obe 
(er ftarb 1727) gebrudtt. Slemton ^atte immer eine große Stb« 
neigung öffentli^ auf julreten. @d loirb gefagt, bafe il^n ein ©egenftanb, 
ben er bearbeitete, nid^t me^r intereffierte, fobalb anbre tttoa^ ba« 
rüber publijiert l^atten. S)a^ mag ber ßJrunb geroefen fein, bafe feine 
t¥IucionSre(|nung fo fpät oeröffentltc^t mürbe, ju fpät, um ftd^ neben 
bem fc^on verbreiteten Seibnijfd^en Salcül ©eltung ju oerfc^affen. 

3Sm Sa^re 1699 liefe giicola« gatio be »uiltier (ein 
@enfer, ber Se^iebungen }u ^u^gend l^atte unb 3)litglieb ber 
Royal Society mar) mit ©ene^migung biefer ©efettfd^aft eine ©d^rift 
erfd^einen, in ber er Seibnij oortoarf, er l^abe feine ©ifferentiat 
red^nung nic^t felbftänbig erfunben, fonbem oon Slemton entlehnt. 
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Seibni) bef^merte ^ toegen biefer äSefcbuIbigung bei ber 
Royal Society unb lie^ in ben ^cta Eruditonmi^ eine 9lnt^ 
toort auf %atioi Angriffe erfcbeinen. ®r fü(|tt Slemtond eignet 
SeugitiS an, ber in ben „Prineipia" bie Unob^ängigleit feiner unb 
ber Seibnijfc^en Sntbedhtngen öffentlich anerlannt ^atte (1687). 

^m ^afyct 1704 lie^ 3ttwton im Slnl^ang eined optifd^en 
SBerled eine alte 9l6^anblung über bie Duobrotur ber Sttroen, bie 
eine (urge 2)arfteIIun9 ber ^(ucionSrec^ung entti&tt, bruden. 
Seibni) fd^rieb für bie Acta Eraditomm eine älngeige biefer 
©(^rift, o^ne ober feinen Slamen ju nennen. 3« bie[er Ängeige 
finbet ftd^ eine Semerlung, bie fo aufgefaßt koerben lann, ald moEe 
fte 3tttoion bie Selbftänbigleit ber Srfinbung abfprec^en unb il^n 
von Seibnig abhängig mad^n. SIewton f^eint, bamald bur^ 
politif^e Xätigleit ftarl in Slnfprud^ genommen, biefen äluffa^ nid^t 
gelefen }u ^aben. SBieUeid^t ^ätte er fonft barauf geantwortet. 
Seibnig benu^te aud^ ben 3^ob gacob SernouIIiS (ber gu^ 
fammen mit feinem Sruber ^o^ann oiel für ben 9(udbau unb bie 
Snmenbungen bed Seibnigfd^en Salcüld getan ^atte), um in einem 
9le{roIog bie ,,Seibnigf d^e SnfiniteftmaUmalpftd^' aU eine gro^e ©rfin- 
bung ^infteSen gu laffen, o^ne ba^ babei 3ltmton ermähnt mürbe. 

SBon ber anberen ©eite !am erft 1710 mieber ein SSorfto^. 
go^n jteill, ein Sln^dnger 9temtond, fd^eb eine Slrbeit über 
3entripetalfrcifte unb fagte barin gerabegu, Seibnig ^abe bie 9lem = 
tonfd^e t^lu^dred^nung ,,unter SSeränberung bed Stamend unb 
ber Segeid^nung^meife in ben Acta Eniditorum ceröffentlid^t". 
ßeibnig befd^merte fid^ mieber bei ber Royal Society, beren ?ßräfi= 
bent bamatö 9leAton mar. @d mürbe bann fd^Iie^lid^ eine Jtom- 
miffion eingefefit, bie ben a:atbeftanb prüfen foHte. ©ic fprad^ fid^ 
ba^in au«, ba^ 5Remton ber erfte ©rfinber ber Snfinitefimalred^s 
nung fei. ®ie ©d^riftftüdfe, auf bie fid^ ba« Urteil ftü^tc, mürben 
gebrucft unb überall verbreitet. Sllle Semül^unflen Seibnigend unb 
unparteiifd^er aUdnner maren erfolglos. SBä^renb bcS gangen 
18. S^^t^unbertS i^at man bie ©ntf^cibung jener Äommiffion für 
ma^gebenb gehalten unb erft ba« 19. ^a^r^unbert ^at bie ©l^re 
unfereg großen SanbgmanneS mieber^ergcftettt. ©eine Unabhängige 
feit üon Slemton ift mit ©id^erl^eit nac^gemicfen unb 9?iemanb 
borf jefet baran gmeifeln. Slbl^ängig ift er nur — ebcnfo aber unb 
meCeic^t in noc^ l^ö^erem SKa^e Siemton — t)on ben 3Wannem, 
bie mir oben afö bie SBorläufer beiber begeid^neten. 
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Biermann^ Dr. Otto^ Professoi an dei k. k. Technisclien Hochschule 
zu Brunn, Elemente der höheren Mathematik. Yorlesunffen 
zur Vorbereitung des Studiums der Differentialrechnung, Algebra 
und Funktionentheorie. [Xnu.882S.] gr.8. 1895. geh.n. Jt 10.— , 
in Leinwand geb. n. JL 11. — 

Burkhardt, Dr. H., Professor an der Universität Zürich, Vorlesungen 
über dieElemente derDifferential- undintegralrechnung 
und ihre Anwendung zur Beschreibung vonNaturerschei- 
nungen. Mit 38 Figuren im Text. [XI u. 262 S.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. JL 6. — 

Ces&ro, EmestOy Professor der Mathematik an der Eönigl. Universität 
Neapel, elementares Lehrbuch der algebraischen Ana- 
lysis und der Infinitesimalrechnung. Mit zahlreichen Übungs- 
beispielen. Nach einem Manuskript des Verfassers deutsch heraus- 
gegeben von Dr. G. Kowalewski, Professor an der Kgl. Berg- 
akademie zu Clausthal. Mit 97 Figuren im Text. [VI u. 894 S.] 
gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JL 15.— 

Czuber^ Dr. Emanuel, Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, 
Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. 
2 Bände. Zweite, sorgfältig durchgesehene Auflage, gr. 8. 

I. Band. Mit 116 ligoren im Text. [XIY u. 560 S.] 1906. In^einwand 

geb. n. JL 12.— 

II. — Mit 87 Figuren im Text. [Ym n. 6S8 S.] 1906. In Leinwand 
geb. n. JL 18.— 

Fisher, Dr. phil. Irving, Professor der Nationalökonomie an der Yale 
Universität, kurze Einleitung in die Differential- und In- 
tegralrechnung (Infinitesimalrechnung). Aus der durch 
mehrere Verbesserungen des Verfassers vervollständigten dritten 
englischen Ausgabe übersetzt von N. Pinkus. Mit 11 Figuren im 
Text. [VI u. 72 S.j gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JL 1.80. 

Frioke. Dr. Robert, Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
scnweig, und Geh. Begierungsrat Dr. Felix Klein. Professor an der 
Universität Göttingen, Vorlesungen über die Theorie der 
automorphen Funktionen. In 2 Bänden. 

LBsnd. Die grnppentlieoretischen Grundlagen. Mit 198 Figuren im 

Text. [XIV u. 634 S.] gr.8. 1897. geh. n. .^Ä 22.— 
n. — Die funktionentheoretischen Ausführungen und die An- 
wendungen. 1. H&lfte. Engere Theorie der automorphen 
Funktionen. Mit 34 Figuren im Text [282 S.] gr.8. 1901. geh.n..^lO.— 

G^noochi. Angelo, Differentialrechnung und Anfangsgründe 
der Integralrechnung, herausgegeben von Giuseppe Peano. 
Autorisierte deutsche Übersetzung von Dr. G. Bohlmann, Pro- 
fessor in Berlin, und A. Schepp, weiland Oberleutnant a. D. in 
Wiesbaden. Mit einem Vorwort von A. Mayer. [VII u. 399 S.] 
gr. 8. 1899. In Leinwand geb. n. JL 12.— 

Hamack, Dr. Axel, weiland Professor der Mathematik an dem Poly- 
technikum zu Dresden, die Elemente der Differential- und 
Integralrechnung. Zur Einführung in das Studium dargestellt. 
Mit Figuren im Text. [Vm u. 409 S.] gr.8. 1881. geh. n. J^ 7.60, 
in Leinwand geb. n. JC 8.60. 
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Eroneoker^ Leopold^ YorleBungen über Mathematik. Heraus- 
gegeben unter Mitwirkung einer von der Eönigl. Preußischen Aka- 
demie der Wissenschaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen 
über die Theorie der einfachen und der vielfachen Inte- 
grale, herausgegeben von E. Netto. [X u. 346 S.]. gr. 8. 1894. 
geh. n. JL 12.— 

Pasohy Dr. Moritz ^ Professor an der Universität Gießen, Einleitung 
in die Differential- und Integralrechnung. Mit Figuren 
im Text. [VE u. 188 S.] gr. 8. 1882. geh. n. JL 8.20. 

Perry« Dr. John^ F. B. S., Professor der Mechanik und Mathematik am 
Boyal College of Science zu London, höhere Analysis für In- 
genieure. Autorisierte deutsche Bearbeitung von Dr. Bob er t 
Fricke, ord. Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
schweif, und Fritz Süchting, Direktor des städtischen Elektrizi- 
tätsweäes in Bremen. Mit 106 in den Text gedruckten Figuren. 
[X u. 423 S.] gr. 8. 1902. In Leinw. geb. n. JL 12.— 

IBeiohel^ Dr. Otto^ Professor an der Eönigl. Landw. Hochschule zu Berlin, 
Vorstufen der höheren Analysis und analytischen Geo- 
metrie. Mit 30 Figuren im Text. [X u. 111 S.] gr. 8. 1904. 
In Leinwand geb. n. JL 2.40. 

Sohröder^ Dr. !B.^ Direktor der Oberrealschule zu Gr.-Lichterfelde, die 
Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung. 
Für Schüler höherer Lehranstalten und Fachschulen, sowie zum 
Selbstunterricht. Mit zahlreichen Übungsbeispielen und 27 Text- 
figuren. [VII u. 131 S.] gr. 8. 1905. kart. n. JC 1.60. 

Serret - Scheffers. Lehrbuch der Differential- und Integral- 
rechnung. Nach Axel Hamacks Übersetzung. Dritte Auflage. 
Neu bearbeitet von G. Sehe f fers, Professor an der Technischen 
Hochschule zu Charlottenburg. 

LBand. Differentialreohiinng Mit 70 Figaren im Text. [XYI u. 624 8.] 
gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. JL\Z. — 
n. — Integralreohnung. Mit 105 Figuren im Text [XTV u. 586 S.] gr. 8. 

1907. In Leinwand geb. n. «^ IS. — \ 

IIL — Differentialgleiobungen undYariationBrecbnung [In Vor- 

bereitnng.] V 

Stolz^ Dr. O.. weil. Professor an der Universität Innsbruck, Grundzüge 
der Diiferential- und Integralrechnung. In 3 Teilen, gr. 8. .i 
geh. n. JK 24.— , in Leinwand geb. n. ./Äl 27.— Einzeln jeder Teil 'I 
geh. n. ./ÄI 8 . — , in Leinwand geb. n. JC 9 . — 

I. Teil. Beeile Yerftnderliche und Funktionen. Mit 4 Figuren im Text. 
[X u. 460 S.] 1893. 
n. — Komplexe Yeränderliclie und Funktionen. Mit SS Figuren im 

Text. [IX u. 333 8.] 1896. 
III. — Die Lehre von den Doppelintegra len. Eine Ergftnsung sum 
I. TeUe des Werkes. Mit 41 Textflguren. [Vm u. 296 S.] 1899. 



rMt|— f -^ 



■f-f^f" 



Tr: 



^^- ■ -''"f '" 




Verlag vo» B. a Te^boor m ubno u„rt ßerlia 



Pfoheheft und Speziat-PfospfiUft ab«- .u, d> - 



•«A lUafOUll J^. ^M.f,;*; £y » ^,rj, ^, fi/l^^ ,,. 




b.^ vtixiüUr. 



Verlag von 8, 6, Teuhner in Leipzig und Berlin. 



Teil I, Abt. 7: Die orlcntallscfrert Ltteraturen, iniiait; Di* ABfmg* de« idt*^ 

r&tor tLud dl0 litarviir d« pilmjtiv^eii Vmiier^ E. Scbißldt -^ Dia ig^ ptiich« Litt^rMm: 
A^ Ural AUL — I>ie bAb}r1uulicb.-uAjrdicliB UlnrBtur: 0. Bflsuld. — l>ifl lna#LJtiKiii* 
Tiiteiranuf: H. Qank«l. — Di« «moMichä liltormtw! TIl K&Idiike. -^ Dl« kthlopliclM 
f^ltsritiuft Tt NOIdflkft. — Die uabiic^Iwi Literfttur; U. J. d& Go«Je. -^ T>i» infUiohi 
IjlttO'&tiir; R PUüh*l. — Die iltpfinriicbe Uttratiir; ^Geldiisr — Dffl mittalp^rvlicEi« 
r^ltor»hir: P, Hotn. — D[e ncapcTsiael»« Li^ntur^ P. Hörn, -^ EM» ttü-klicli« LiMfatur: 
H*, HoriL — Dlft vnimlnhfl LiMfrattu-: F. K. Plvok/^ Uie georgJBah» Litomtoj: J- K, 
w in clt — DI* chiaMiicho Lilaratiu: W. atub« — Die j*paiiliclie Litflrwar: K. Fl^toai. 
irx IL 419 8] tim^ Preii guh, ^ IQ.—, In Leinwand gob. .^ IS.-^ 

Teil I, Abt 8: Die gHeohisctie unif lateiniaohe Uteratifr und Sprach«, 

Lubalt: L. Di* enooihliclie T.ife»rq,+n» «rtd Rm^Bke. Diö crl^<^»D!ba_LI|«^iiz doa AlUas 

Lnnia: U T. WilamowLtv 

f.liers : Z-lCruuibach^r- 

Ljttalmjcli« LiCerahii!' und S 

IJlfii iMtDiidiMrho Liuirsitnr ija 

! t^t^iTiiBiiti« Sprache; F. Skv "' 

■ n XretDiTiuid geb. UC Lji. — ^^ 

Teil I, Abt. 9: Dieosttir 

rnb^U: Di« ntiiDChe Idt 
;;irllclcner. ^ Die b&bnii*i 
:«T, 13iTarlto. — Die elciwiiQ] 
II Tl^umb, — Dia i3-nga,rii 
^■st&lii. — Diq estbnKicIie 
txaTget — Lid lettirKrhe Xi 

r^il 1^ Abt 10; Die ro 

Dia raroKaiiiebien Bprachün 

T^ü H, Abfc. 5: Staat 

ZCiim Twfaiflßr! Fr. v. B 
ni»nn. [*i4. 30 Boff?aJ . P 

T^H TI, Abt. 8: Systei 

uiiud Aar K<^7it«viBirinechA£ 

■srüciit: V AMire 

i^: L. *. Si^uffül 

.... Ifahl. — ^iftoamr*' 

tj Afailittts. — :P<»Utaej 

Mtrtit«. — Dle2ntLiJl^ül1^ 

J 



B. G, Teu 



,äbt ^'' 



1 






V 



,, - -^, -. ^. .^. .., . „jj^A^iitea uad eptzi«!! dem 
SntJticütJü. „Au« iSJatac Tdßd Ö^istöiwelt** »af WuBBch nm- 
Ej t f r ö i f om V erläge B. G. T&nbner in Leipzi r, übftiEaiidt werdeTi : 
Sa^jjcncHw fefkg, Äiift*,5l\rifiatt, 1 (. Üeuer« ft^iß*!* Lilfltmlure;. und Sprcuotioik 
"^ ' ?. tänd^r^ iin4 VbJltßfSLiin^lß, 



